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内 容 简 介 


本 书 是 21 世纪 全 国 应 用 型 本 科 土 木 建 筑 系列 实用 规划 教材 ， 湖 南 省 首 批 省 级 精品 课程 “工程 力学 ” 
的 教学 用 书 。 本 书 在 第 1 版 的 基础 上 ， 根 据 “高 等 学 校 工科 本 科 工 程 力学 基本 要 求 ”修订 而 成 。 在 总 结 
第 1 版 多 年 教学 经 验 的 基础 上 ， 本 书 将 原来 每 章 的 教学 提示 明确 为 教学 目标 ; 增加 基本 概念 和 思考 题 ， 
启发 学 生 重 视 概念 和 自我 提问 思考 ; 并 附 有 中 英文 索引 和 英文 目录 。 

本 书 共 14 章 ， 其 中 静 力 学 部 分 包括 静 力 学 基础 、 力 系 简化 理论 、 力 系 的 平衡 和 刚体 静 力 学 专门 问题 
4 章 ; 材料 力学 部 分 包括 材料 力学 基本 概念 、 杆 件 的 内 力 分 析 、 截 面 图形 的 几何 性 质 、 杆 件 的 应 力 与 强 
度 计算 、 杆 件 的 变形 与 刚度 计算 、 应 力 状态 与 强度 理论 、 组 合 变形 、 压 杆 稳定 、 动 荷载 、 交 变 应 力 10 
章 。 书 后 附 有 型 钢 规格 表 、 单 位 换算 、 中 英文 索引 、 与 部 分 习题 参考 答案 。 

本 书 可 作为 普通 高 等 学 校 工 科 专业 的 教材 ， 也 可 作为 高 职高 专 与 成 人 高 校 的 教材 ， 还 可 作为 相关 工 
程 技术 及 研究 人 员 的 学 习 参 考 用 书 。 
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第 2 版 前 言 


本 书 第 1 版 自 2006 年 8 月 出 版 以 来 ， 得 到 多 所 普通 高 等 学 校 力 学 教师 认可 并 选 为 教 
学 用 书 。 本 书 既 保留 了 第 1 版 概念 清楚 、 内 容 精练 、 语 言 流畅 的 特点 又 保持 了 两 版 间 的 连 
续 性 ， 即 静 力 学 部 分 先 空间 后 平面 ， 材 料 力学 部 分 将 各 种 简单 变形 的 内 力 分 析 集 中 讨论 
后 ， 进 而 讨论 应 力 问题 。 在 总 结 第 1 版 编 委 们 多 年 教学 体会 和 广泛 征求 使 用 院 校 任课 教师 
意见 的 基础 上 , 第 2 版 主要 进行 了 如 下 几 方 面 的 修订 。 

1. 将 第 1 版 每 章 的 教学 提示 明确 为 教学 目标 ; 教学 要 求 更 加 详细 具体 ， 涵盖 知 识 要 
点 、 能 力 要求 和 相关 知识 等 内 容 。 

2. 新 增 基本 概念 和 思考 题 ， 启 发 学 生 重视 基本 概念 和 自我 提问 思考 。 

3， 新 增 主要 符号 表 、 对 应 的 英文 目录 和 中 英文 索引 等 内 容 ， 以 利于 学 生 们 在 平时 学 
习 时 积累 力学 专业 的 英语 词汇 ， 为 专业 英语 教学 葛 定 基础 。 

4. 对 于 例题 和 习题 做 了 必要 的 增 减 ， 如 第 8. 10. 12, 13 Wi. 使 之 更 接近 于 工程 实 
际 ， 以 培养 学 生 提出 问题 、 分 析 和 解决 问题 的 能 力 。 

5. 第 2 版 对 文字 叙述 进行 了 全 面 修订 ， 使 之 更 加 规范 简洁 、 严 谭 准 确 。 根 据 国 家 最 
新 标准 ， 对 一 些 概念 名 称 和 符号 表示 也 进行 了 相应 的 修订 。 

根据 “高 等 学 校 工科 本 科 工 程 力学 基本 要 求 " 且 考虑 到 第 1 版 为 多 所 院 校 的 教学 用 
书 ,修订 后 的 第 2 版 仍然 保持 了 原版 的 章节 体系 和 主要 风格 。 其 中 标 有 * 号 的 章节 ， 是 方 
便 使 用 者 根据 不 同 专业 教学 大 纲 的 要 求 和 学 时 数 ， 作 出 符合 实际 情况 的 取舍 。 

参加 本 书 修订 工作 的 有 : 长 沙 理工 大 学 喻 小 明 ( 第 1 一 4 章 )、 李 学 时 (第 5 章 、 第 6 章 、 
第 8 章 )， 湘 潭 大 学 张 为 民 ( 第 7 章 、 第 9 章 )， 湖 南 工业 大 学 陈 苹 吾 (第 10 章 、 第 11 章 )， 
湖南 工程 学 院 夏 平 (第 12 章 、 第 13 章 )， 中 南 林业 科技 大 学 风 迎 社 ( 第 14 章 、 附 录 )。 全 
书 由 罗 迎 社 统 稿 ， 息 水 平 、 田 芳 参与 了 书稿 的 收集 和 整理 工作 。 

本 书 获 湖南 省 “工程 力学 ”省 级 精品 课程 第 二 期 建设 经 费 资助 和 湖南 省 普通 高 等 学 校 
“十 二 五 ”土木 工程 专业 综合 改革 试点 项 目 资助 。 全 书 由 湖南 大 学 龙 述 鄞 教 授 担 任 主 审 。 
龙 教 授 对 书稿 内 容 提 出 了 不 少 宝贵 意见 和 建议 ， 在 此 致 以 诚挚 的 感谢 和 敬意 。 借 此 机 会 ， 
对 担任 第 1 版 主 审 的 张 淳 源 教授 和 参加 第 1 RTI TIERS LES. EET. Gui. uide 
清 等 同志 ， 深 表 感 谢 。 同 时 也 向 本 书 所 列 参考 文献 的 作者 表示 圳 心 的 感谢 。 

限于 编者 水 平 ， 本 书 难 免 仍 有 下 漏 和 不 足 之 处 ， 敬 请 广大 教师 和 读者 批评 指正 。 
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Preface 


Since the first edition of this textbook was published in August of 2006, it was selected by 
some universities. The second one keeps the advantages of clear concepts, refining contents, 
smooth language and continuity of the two editions, i. e. . from three dimensional force system to 
two dimensional force system in statics part; from internal forces analyses of all simple deforma- 
tion to stress analyses of them in the part of mechanics of materials. 

Based upon “the basic requirements of engineering mechanics for the engineering 
course of ordinary universities” by the instruction committee of mechanics courses of Min- 
istry of Education of P. R. of China. we also pay attention to summarize and absorb the 
teaching experience of engineering mechanics of the some universities in recent years, avoid 
the conflict of much content with less class hours. aim at emphasizing the basic theories 
and making the focal points stand out. which means that we keep the basic necessary teach- 
ing sections in engineering mechanics of such as foundation of statics, reduction theory of 
force system, force system of equilibrium and special subject of rigid body statics, basic 
concepts of mechanics of materials. internal force analysis of bars. geometric properties of 
plan view, stress and strength calculation of bars. the deformation and stiffness calculation 
for staff. stress state and strength theory. combined deformation. stability of column. ki- 
netic load and alternating stress and so on. The chapters which have special properties, 
teachers in different universities may accept or reject them according to their need and they 
also supply a space for those students who have ability to study in-depth. This textbook 
supplies a basic class hour between 60 to 80. and the experiments of not less than 6 to 8 
class hours of engineering mechanics courses can be selected. The textbook is divided into 
14 chapters accompanied with the appendixes of tables of rolled-steel. unit conversion. ta- 
ble of main symbols. index. contents. references and answers. 

At the same time. according to the characteristics of mainly application of local ordina- 
ry universities. the second edition of this textbook carries out deep-going reform and inno- 
vation in teaching contents and methods. Each chapter begins with an introductory section 
setting the purpose and goals of the chapter and describing in simple terms the textbook to 
be covered. Some questions and a large number of exercises are given in the end of every 
chapter. And the answers to the exercises are listed in the end of the textbook. 

The presented textbook is written for the undergraduates majoring in civil and con- 
structional engineering. but it can also be selected as the references book for person spe- 


cialized in other fields. 


第 1 版 前 言 


作为 土木 建筑 类 专业 重要 的 基础 课程 之 一 ， 工 程 力学 与 结构 力学 、 钢 筋 混凝土 结构 等 
后 续 课程 有 着 密切 的 联系 。 为 了 更 好 地 适应 土木 建筑 类 专业 的 专业 特点 及 21 世纪 高 等 教 
育 改革 对 学 生 素质 和 创新 能 力 培养 的 教学 需要 ， 在 吸取 国内 外 同类 教材 经 验 的 基础 上 ， 本 
书 在 内 容 的 选取 和 阐述 方法 上 做 了 一 些 必要 的 调整 ， 主 要 有 如 下 特点 : 

CD 优化 了 刚体 静 力 学 的 内 容 体系 。 按 照 静 力学 基本 概念 、 物 体 受 力 分 析 、 力 系 简化 
理论 、 力 系 平衡 理论 展开 内 容 ， 在 叙述 方法 上 从 一 般 到 特殊 ， 先 空间 问题 后 平面 问题 。 

(2) 改革 了 材料 力学 的 内 容 体 系 。 形 成 了 以 杆 件 的 内 力 分 析 、 应 力 与 强度 计算 、 变 形 
与 刚度 计算 、 应 力 状态 与 应 变 状态 分 析 、 压 杆 稳定 、 动 荷载 “、 交 变 应 力 ” 等 为 主线 的 新 
体系 。 

(3) 提高 起 点 ， 精 选课 程 内 容 。 突 出 主干 内 容 ， 降 低 对 次 要 内 容 的 要 求 ， 删除 某 些 枝 
节 内 容 ， 避 免 元 长 的 理论 叙述 ， 理 论 部 分 尽量 采用 矢量 方法 分 析 和 描述 ， 增 加 与 工程 实际 
相 结合 的 例题 和 习题 。 全 书 的 编写 注重 加 强 对 基本 概念 和 基本 方法 的 论述 ， 以 及 对 学 生 处 
理工 程 实际 问题 、 建 立 力学 模型 、 研 究 创 新 能 力 的 培养 : 

全 书 共 分 14 章 ， 适 用 于 80 学 时 左右 的 教学 ， 其 中 理论 教学 约 70 学 时 ， 实 验 教 学 约 6 
学 时 ， 机 动 约 4 学 时 。 目 录 中 标 有 星 号 的 章节, 是 方便 使 用 者 根据 学 时 的 多 少 ， 对 内 容 进 
行 取舍 和 调整 。 书 后 附 有 型 钢 表 、 部 分 习题 参考 答案 及 参考 文献 。 

参加 编写 工作 的 有 : 长 沙 理工 大 学 喻 小 明 ( 第 1 章 、 第 2 章 、 第 3 章 、 第 4 音 )、 李 学 
畦 (第 5 章 、 第 6 章 、 第 8 章 正 文部 分 )， 南 昌 工 程 学 院 王 筱 玲 ( 第 7 章 、 第 8 童 习题 前 
分 )， 湘 潭 大 学 张 为 民 ( 第 9 章 、 第 10 章 )， 南 昌 工 程 学 院 徐 春 艳 (第 11 章 )， 山 西 大 学 工 
程 学 院 孟 歼 清 ( 第 12 章 、 第 13 章 )， 中 南 林业 科技 大 学 罗 迎 社 ( 第 14 章 、 附 录 )。 全 书 由 
罗 迎 社 和 喻 小 明 统 稿 ， 湖 南 电 气 职业 技术 学 院 曾 立 星 负 责 全 书 图 形 的 审核 与 绘制 工作 ， 曾 
娜 、 余 敏 、 王 智 超 、 用 水平 、 李 倩 妹 、 曹 净 等 参与 了 书稿 的 收集 和 整理 工作 。 

本 教材 是 湖南 省 教育 厅 立 项 ( 湘 教 通 [2004] 344 号 ，2004 一 2006 年 ) 的 教改 课题 研究 
内 容 之 一 ， 湖 南 省 首 批 省 级 精品 课程 “工程 力学 ”的 教学 用 书 。 全 书 由 湘潭 大 学 张 淳 源 教 
授 审 稿 并 提出 许多 宝贵 意见 ， 在 此 致 以 衷心 的 感谢 ! 在 本 书 的 编写 过 程 中 ,参考 了 许多 文 
献 ， 这 些 文献 已 一 并 在 书后 列 出 ， 在 此 向 这 些 文献 的 作者 表示 诚挚 的 感谢 与 敬意 。 

因 时 间 仓促 ， 加 之 编者 水 平 有 限 ， 本 书 难 免 有 玻 漏 之 处 ， 有 恳请 各 位 同行 和 广大 读者 提 
出 宝贵 意见 ， 以 便 进行 修改 完善 。 
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作者 简介 


罗 迎 社 ， 博 士 ， 博 士 生 导师 ， 湖 南 省 省 级 教学 名 师 ， 湖 南 省 新 世纪 “121” 人 才 工 程 
第 一 层次 人 选 ， 国 家 二 级 教授 。 中 南 林业 科技 大 学 校长 助理 兼 流 变 力 学 与 材料 工程 研究 所 
所 长 ， 日 本 名 古 屋 大 学 、 岐 和牛 大 学 客座 研究 员 。 兼 任 《 中 南 林 业 科技 大 学 学 报 》( 自 然 科 
学 版 ) 编 委 、 工 程 流 变 学 湖南 省 重点 实验 室 主任 、 湖 南 省 普通 高 
等 学 校 力 学 实践 教学 示范 中 心 主任 ， 湖 南 省 力学 学 会 副 理事 长 、 
中 国力 学 学 会 理事 、 国 际 流 变 学 学 会 理事 (唯一 的 中 国籍 理事 ) 。 
主持 完成 省 部 级 以 上 科研 课题 10 余 项 ， 现 主持 国家 级 课题 
4 项 ， 其 中 国家 自然 科学 基金 2 项 。 发 表 教学 、 科 研 论文 120 A 
篇 ， 其 中 SCI, EI 和 ISTP 收录 近 100 篇 次 ;出 版 专著 和 教材 5 
AS; 获 国家 专利 授权 21 项 ， 其 中 发 明 专 利 5 项 。 获 省 级 教学 成 
果 二 等 奖 和 三 等 奖 、 省 科技 进步 二 等 奖 和 三 等 奖 、 省 自然 科学 
三 等 奖 、 全 国力 学 教学 优秀 教师 奖 、 中 国力 学 学 会 和 中 国 化 学 
学 会 联合 授予 的 “第 二 届 中 国 流 变 学 杰出 贡献 奖 ” 等 多 项 教学 
科研 奖励 。 
































前 力学 基本 概念 nn 
前 力学 公理 … 
关于 力 的 基本 计算 e 















1.3.1 力 的 投影 及 合力 投影 

定理 eros 5 
1.3.2 力 的 分 解 …* 7 
1.3.3 力矩 
1.3.4. 力 偶 与 力 偶 的 性 
物体 受 力 分 析 
1.4.1 约束 与 约束 反 力 … 
1.4.2 pa 

约束 反 力 ep SA 12 
1:43 du ehh eh 16 





3.1 


3.2 








心 的 方法 e 


力 系 的 平衡 条 件 与 平衡 方程 e 40 
3.1.1 SRM ds 
方程 eneee - 40 
3.1.2. 平面 力 系 的 平衡 条 件 与 
平衡 方程 ae dl 
力 系 平衡 问题 的 求解 “ 13 











3.2.1 单个 物体 的 平衡 问题 …… 43 
3.2.2. 物 系 平衡 一 静 定 问题 与 
超 静 定 问题 nem 46 





2. 4 


力 系 简化 理论 eee 23 


ee EA MEM 24 























gut 几何 法 ee 
ie 解析 法 es 
力 偶 系 的 简化 
任意 力 系 的 简化 …………… 
2.8.1 力 线 平移 定理 
2.3.2 空间 任意 力 系 向 任意 一 点 
简化 ooowooovossoooooson 
2.3.3 rangle 
Za ss 28 
2. 3.4 平面 任意 力 系 的 简化 及 
简化 结果 te 29 
平行 力 系 的 简化 与 物体 的 重心 … 31 
2.4.1 平行 力 系 的 简化 … 31 
2.4.2 平行 力 系 的 中 心 








4.1 





4.1.1 理想 椅 架 及 其 基本 假设 … 58 
4.1.2 calcein la ani 
截面 法 ees ^ 58 


摩擦 与 考虑 摩擦 时 的 平衡 问题 61 
摩擦 现象 ^ 

滑动 摩擦 
摩擦 角 与 自 锁 现 象 
滚动 摩擦 Peer ee reer rere rrr 63 
.5 考虑 摩擦 时 的 平衡 问题 … 63 








大 





第 5 章 


5.1 


材料 力学 基本 概念 ……………. 70 


材料 力学 的 任务 ………… 71 


| 
A i 
" I 


a 


a 
p: 





















.2 材料 力学 的 基本 假设 … 
.3 外 力 、 内 力 与 截面 法 …… 


























5.5 o e DEDI 77 
思考 题 
习题 
第 6 章 ， 杆 件 的 内 力 分 析 MM 80 
6.1 杆 件 的 内 力 分 量 、 内 力 方 程 及 
内 力 到 hti) nn 81 
6.1.1. 杆 件 的 内 力 分 量 nnn 81 
6.1.2 杆 件 的 内 力 方程 与 内 力图 583 
6.2 平面 刚 架 和 曲 杆 的 内 力 分 析 nns 88 
6.2.1 平面 刚 架 的 内 力 分 析 - 88 
6.2.2 平面 曲 杆 的 内 为 分 析 ttn 89 
6.3 ”用 简易 法 作 梁 的 前 力图 和 
BRE oe 
6.3.1 剪 力 、 弯 矩 与 荷载 
微分 关系 … 9 
6.3.2 947]. PERS fip ae SE HE RU HO 
积分 关系 DOMUM 92 
6.3.3 用 简易 法 作 梁 的 剪 力 图 和 
思考 题 * 95 
习题 oe 
97x 截面 图 形 的 几何 性 质 66 101 
7.1 静 矩 与 形 心 cere etre ee ee etre reece ene 102 
7.2 惯性 矩 、 惯 性 积 、 极 惯性 矩 nn 103 
7.2.1 惯性 矩 和 惯性 积 ………… 103 
7.2.2 惯性 半径 104 
7.2.3 IESE +++ 104 
7.3 平行 移 轴 公式 105 





EY 





7.4 转轴 公式 与 主 惯性 轴 





章 ， 杆 件 的 应 力 与 强度 计算 


拉 压 杆 的 应 力 
8.1.1 横 截面 上 的 正 应 力 
8.1.2 斜 截 面 上 的 应 力 
8.1.3 应 力 集中 的 概念 
材料 拉 压 时 的 力学 性 能 ……*……… 
8.2.1 材料 拉 伸 时 的 力学 


113 
114 














go 
to 


8.2.2 


材料 压缩 时 的 力学 


so 
ed 


许 用 应 力 、 
条 件 
8.3.1. 许 用 应 力 和 安全 因数 ……* 23 
8.3.2 拉 压 杆 的 强度 条 件 
连接 件 的 实用 计算 
8.4.1. 剪 切 的 概 : 


安全 因数 和 强度 





9o 





计算 
圆 轴 扭转 切 应 力 及 强 
8.5.1 试验 与 假设 
8.5.2 横 截 面 上 的 切 








ge 
en 





应 力 tnn 
.3 圆 轴 扭转 时 的 强度 









































.6.1 弯曲 的 概念 
8.6.2 纯 弯 曲 时 梁 横 截面 上 的 

正 wD Prreerrrrerre rrr errr 133 
8.6.3 横 力 弯曲 时 梁 横 截面 上 的 

正 应 力 seessessessesosssesee 136 
8.6.4 梁 的 正 应 力 强度 条 件 ……… 137 

8.7 梁 的 弯曲 切 应 力 及 切 应 力 强度 

条 件 Meth nn 139 
2a 2 FETE dC ITE DLP 139 
8. 7. 2 工 字 形 截面 梁 DD 141 


8.7.3 其 他 形状 截面 粱 
8.7.4 切 应 力 强度 条 件 c7 
梁 的 合理 强度 设计 
8.8.1 减 小 最 大 弯 矩 值 
8.8.2 合理 选取 截面 形状 cn 
8.8.3 "iki 
8.9 弯曲 中 心 的 概念 
8. 9.1 开口 薄 壁 截面 梁 的 
弯曲 切 应 力 m eee 
8.9.2 ”弯曲 中 心 的 概念 c 








8. 


oo 


























第 9 章 ， 杆 件 的 变形 与 刚度 计算 ee 
9.1 拉 ( 故 ) 杆 的 变形 pe 


9.1.1 轴 向 变形 

9.1.2 横向 变形 
9.2 圆 轴 扭转 变形 及 其 刚度 条 件 nnn 
9.2.1 圆 轴 扭 转变 形 …* 
9.2.2 刚度 条 件 * 
梁 的 弯曲 变形 及 其 刚 麻 计算 nnn 
9.3.1 梁 的 挠 度 与 转角 cnn 
9.3.2 梁 的 挠 曲线 及 其 近似 微分 











9.3.3 
9.3.4 


9.3.5 
9.3.6 — I tins 
9.4 简单 超 静 定 问题 
9.4.1 简单 拉 压 超 静 定 问题 …… 
9.4.2 简单 超 静 定 梁 














10.1 概述 eee HH 
10.1.1 一 点 处 的 应 力 状态 …… 
10.1.2 单元 体 的 概念 8n 





192 


SUR eds 


10.1.3 主 平 面 和 主 应 力 的 





概念 eM MA 193 

10.1.4. 应 力 状态 的 分 类 nnns 193 
10.2 平面 应 力 状态 的 应 力 分 析 nnn 193 
10.2.1 任意 斜 截面 上 的 应 力 “”194 
10.2.2 应 力 圆 ，………… 195 





10.2.3 主 应 力 与 主 平面 的 





10.3 
10.4 
10.4.1 广义 胡 克 定律 vmm 201 
10.4.2. 体积 应 变 pp 203 
10. 5 复杂 应 力 状 态 下 的 应 变 能 
GEHE HH 





10.6 常用 的 强度 理论 … 








11.1 概述 ete 215 
11.2 $E trm 215 
11.2.1. 和 斜 弯 曲 的 内 力 与 应 力 “”216 


2 
11.2.2. 斜 弯曲 时 的 强度 条 件 e+ 217 
2 





11.2.3. 和 斜 弯曲 时 的 变形 … 
11.3 拉 伸 (压缩 ) 与 弯曲 mmm 219 
11.3.1. 轴 向 力 与 横向 力 共同 
作用 DIDI 219 
11.3.2. 偏心 拉 伸 ( 压 缩 ) tnn 221 
11.3.3 截面 核心 ee 223 
11.4 弯曲 与 扭转 tee 224 





12.1 压 杆 稳定 性 的 概念 





12.2 细 长 压 杆 临界 压力 mH 233 
12.2.1 两 端 铵 支 细 长 压 杆 的 临界 
压力 DE 233 


| 
A 1 
dI. 


12.2.2 ”其 他 支承 形式 下 细 长 奈 杆 的 


















































临界 压力 DM 234 

12.8. Wehr a 目 范围 及 临界 应 力 
经 验 公 公式 eeoooooeoooeooooooooo。 236 
12.3.1 临界 应 力 cM 236 
12.3.2 ” 欧 拉 公 式 的 适用 范围 236 
12.3.3 临界 应 力 的 经 验 公 式 “…” 237 
12.4 压 杆 的 稳定 计算 238 
12.5 提高 压 杆 稳 定性 的 措施 …* 240 








13.1 动 荷载 和 动 应 力 的 概念 tt 245 
13.2 ”动静 法 的 应 用 en 245 
13.2.1 等 加 速 直 线 运动 时 构件 的 

应 力 计算 pp 245 
13.2.2 等 角速度 转动 时 构件 的 
应 力 计 算 pe 247 
13.3 冲击 荷载 teet 249 
13.4. 提高 杆 E on 上 荷载 能 力 的 
措施 “ s 1 








- 25 
思考 题 … - 252 
习题 253 

第 14 章 ” 交 变 应 力 ” 255 





14.1 交 变 应 力 与 疲劳 失效 的 概念 … 256 

14.2 交 变 应 力 的 循环 特征 、 应 力 幅 和 
平均 应 力 
14.2.1 交 变 应 力 的 循环 特征 “”258 





OU 





14.2.2. 交 变 应 力 的 应 力 幅 和 平均 
BA M44 258 

14.3 持久 极限 及 其 影响 因素 eee 259 
14.3.1 构件 外 形 的 影响 enm 260 
14.3.2. 构件 尺寸 的 影响 nnns 262 


14. 3.3 构件 表面 质量 的 影响 +++ 263 
14.4. 对 称 循环 下 构件 的 疲劳 强度 





























14.5 
14.6 
计算 PPrerrere ere ee reer errr SL n errr ey 267 
14.7 弯 扭 组 合 交 变 应 力 的 强度 
计算 ooooooooooosooooooooooooooo 269 
14.8 变 幅 交 变 应 力 oo 271 
14 9 提高 构件 疲劳 强度 的 措施 ……* 273 
14.9.1 WA má 273 
14.9.2. 降低 表面 粗糙 度 值 ……* 274 
14.9.3 增加 表面 强度 i 
思考 题 PPreererrerrrrrrrrrer rere errr rier rrr 
习题 ee 274 
附录 入 型 钢 规格 表 eee] 279 
294 
附录 C ”中 英文 索引 pe 295 
附录 D ”部 分 习题 参考 答案 oreren 301 
参考 文献 310 


Contents 


























Chapter 1 Foundation of statics … 1 
1.1 Basic conceptions of statics soon 2 
1.2 Axioms of statics oooesoeoooeoooeoeoooooesoooooesoooooeoooooooooeooooooooooooooooooooeeoeoeooeey 3 
1.3 Basic calculation about force — *** 

1.3.1 Projection of a force and projective theorem of resultant force teeth 
1.3.2 Separation of a force ee 7 
1.3.3 Moment of a force ***eesseesso eee eene ease sooo eeu Re roh oe eese asa eese aed oae ste 8 
1.3.4 Couples and characteristics of couples — ** 10 
1.4 Force analyses in a body "te E ACIE RT veges 12 
1.4.1 Constraint and constraint forces +p Xe Nitssseeeeeesensecscesccnsscnssssscescessessseses 12 
1.4.2 Typical constraint types and the reaction forces of constraint eee 12 
1.4.3 Force analyses in a body 16 
Problems ******** T ^ P TT MAN. eese 9 

Chapter 2 Reduction theory of force system ~ 23 

2.1 Reduction of concurrent force system ee 24 
2.1.1 Geometrical method *****s**ss**sssssesscsecssccsscnsccsscecccnscnsscnsccnsccacsaseceecs 24 
2.1.2 Analytical method 25 

2.2 Reduction of couples system * * 25 

2.3 Reduction of general force system ****ttt veces i 6 
2.3.1 Theorem on translation of a force *...ss»eeeseseeesecosscosesosecoossosssosssosssosososo 26 
2.3.2 Reduction of general spatial force system to a random point **tttttttttettstes 26 
2.3.3 Reduction result of general spatial force system 28 
2.3.4 Reduction of general planar force system and result of reduction *******5::5:8 29 

2.4 Reduction of parallel force system and center of gravity of a body — ****:t::::t 31 
2.4.1 Reduction of parallel force system. ooo 31 
2.4.2 Center of parallel force system ee 32 
2.4.3 Center of gravity of a body +++ RARE: 
2.4.4 Method to determine the center of gravity of a body — ttt: 33 

Problems £536 

| DS Seer hese staves set acsspaesessassssseceeciescansessseceaegewanssesaessesgecerssaeasescstassaaesss 36 


| 


1 
工程 力学 (第 2 版 ) 


Chapter 3 Equilibrium of force system ee 39 





3.1 Condition and equations of equilibrium of force system 


3.1.1 Condition and equations of equilibrium for noncoplanar force system eee 40 


3.1.2. Condition and equations of equilibrium for coplanar force system ttti 41 





3.2 Equilibrium problem solving of force system ee 43 
3.2.1 Equilibrium analysis of single - body problems 43 
3.2.2 Equilibrium analysis of composite bodies statically determinate and statically 

indeterminate problem ee 46 

Problems RL————— 51 


Exercises tttm nennen nenne nen nene nene nemen nemen emen enne nennen 53 


Chapter 4 Special subject of rigid body statics — «mmm 57 


4.1 Planar Trusses ****ttseememmmmnnn nn nnn nne en DB 





4.1.1 Ideal trusses and basic assumptions — *** 
4.1.2 Method of joints and method of section. to determine internal force of trusses — ****** 58 
4.2 Friction and euilibrium problem of the body with friction — *****ttteetmmnm 61 


4.2.1 Friction phenomenon ****etetieeemememe G] 


* 61 








4.2.2 Sliding friction * 


4.2.3 Angle of friction and self- lock phenomenon 139 ee e ee ee ee ee ee ee ee os os ss。 62 
4.2.4 Rolling friction «tert 63 


1.2.5 Equilibrium problem of the body with friction 和 ee 63 





Problems 


"-""--—R—»——————w————— 67 


Chapter 5 Basic concepts of mechanics of materials «HII 70 





5.1 The task of mechanics of materials 


5.2 Basic assumptions of mechanics of materials «ttem 71 











5.3 External force, internal force and method of sections *+*+eeeeseseeeeeceeceesecccecsecceceescecee 72 
5.3.1 External LL — 72 
5.3.2 Internal force 73 
5.3.3 Method of sections — «****eeeeeeeeee eene nenne eee eene nnne e tenete soto s esos sees eset tas eun 73 

5.4 Stress and strain I ——————————————— 74 
5.4.1 Stress 
5.4.2 Strain 
5.4.3 Simple stress- strain relationship eee 76 

5 Basic forms of bar deformation. 。-eoeseo ooeseoeocoeooseseoooeoesooeeeooeseeoooeseeoooeeoosoceeooee 77 

Problems = 78 





D" 79 


(/ 


Contents 


Chapter 6 Internal force analysis of bars Coe 80 


6.1 Internal force equations and internal force diagram of bars “ee 81 
6.1.1 Internal force component of bars ene B] 


6.1.2 Internal force equations and internal force diagram | *****:*ttttte 83 






6.2 Internal force analysis of plane rigid frame and curved bar ** 88 
6.2.1 Internal force analysis of plane rigid frame “ee - 88 
6.2.2 Internal force analysis of plane curved bar “eee 89 


6.3 Simple methods for shear diagram and bending moment diagram ***:*::5:8 90 
6.3.1 The differential relationship between shear force, bending moment and loads — ****** 90 
6.3.2 The integral relationship between shear force. bending moment and loads — *****+*** 92 
6.3.3 Simple method for shear diagram and bending moment diagram of beams …………… 93 


IM» 95 





Exercises * 
Chapter 7 Geometrical property of sectional View «eee 101 


7.1 Static moment and centroid of area “oes... 102 


7.2 Moment of inertia. product of inertia and polar moment of inertia “ore 103 
7.2.1 Moment of inertia and product of inertia orb te 103 
7.2.2 Radius of inertia -DPV de 104 


7.2.3 Polar moment of inertia * 





7.3 Formula for translation of axis 
7.4 Formula for axis of rotation and principal axis of inertia oo 107 


Problems eee 109 


Chapter 8 Stress and strength calculation of bars «mmm 112 


8.1 Stress of tension - compression bars 






8.1.1 Normal stress of cross section * 113 
8.1.2 Stress of an inclined plane ee 114 
8.1.3 Concept of stress concentration ee 116 
8.2 Mechanical properties of materials in tension or compression “eee 117 
8.2.1 Mechanical properties of materials in tension s*tttttttttettttet eee trie as T 
8.2.2 Mechanical properties of materials in compression “eee 121 


8.3 Allowable stress. safety factor and strength condition 





8.3.1 Allowable stress and safety factor ******** 
8.3.2 Strength condition of tension- compression bars “eee 123 
8.4 Practical calculation Of connector «5ce55 sese eee eese creo iesu ena rao enean tas 126 


8.4.1 Concept and practical calculation of shear “eee 126 





| 


1 
工程 力学 (第 2 版 ) 





















8.4.2 Concept and practical calculation of extrusion Sir 127 
8.5 Circular shaft torsional shear stress and strength condition “pp essa dessine sse 128 
8.5.1 Experiment and assumptions eee 129 
8.5.2 Shear stress of cross section — **teemeee enne ne enn neenon ee en asses reset a ette eod an 130 
8.5.3 Torsional strength condition of circular shaft — **:::MHenHnHHHHHR 132 
8.6 Beam bending stress and strength condition of normal stress ** 133 
8.6.1 Concept of bending “ee "——— 133 
8.6.2 Normal stress in pure bending of beam cross section 和 133 
8.6.3 Normal stress in transverse bending of beam cross section “°° 136 
8.6.4 Normal stress strength condition of beam *******sseeeeem 137 
8.7 Bending shear stress and shear stress strength condition of beam ee 139 
8.7.1 Beams with rectangular cross section ee 139 
8.7.2 I-section beams ********** 
8.7.3 Beams with other shape cross section 
8.7.4 Strength condition for shear stress — "tette 143 
8.8 Reasonable strength design of beam *********** CU Nod 146 
8.8.1 Reduce the maximum bending moment toe TAG 
8.8.2 Reasonable section shape “ee T47 
8.8.3 Beams with variable cross Section reve r————Ó 147 
8.9 Concept of bending center. oe 148 
8.9.1 Bending shear stress of the thin- walled beam with open section ** 4 
8.9.2 Concept of bending center nn 149 
Exercises "ll —————————É 153 
Chapter 9 The deformation and stiffness calculation for staff — «88 159 
9.1 Deformation of stretching (compressing) staff sss * 160 
9.1.1 Deformation of axial dire = 160 
9.1.2 Lateral deformation 161 
9.2 Deformation of torsion of circular shaft and stiffness condition ******t:mmm 163 
9.2.1 Deformation of torsion of circular shaft “ee nse 163 
9.2.2 Stiffness condition | ****«s«seeeeenenennne nenne nennen sss. 165 
9.3 Bending deformation of beam and stiffness calculation strtttttr ttt tetttte ee en 166 
9.3.1 Deflection and rotation angle of beam eos 167 
9.3.2 Deflection curve and its approximate differential equation 
9.3.3 Solution of displacement for beam using integration method … 
9.3.4 Solution of deflection and rotation angle for beam using superposition method ****** 172 
9.3.5 Stiffness condition of beam | *«*«*««e«ee eee eee en nennen nne eere nte ethos een sensn nun 176 
9.3.6 Method of improving the bending stiffness — "sse IR 176 





Contents 


9.4 the simple statically indeterminate problem | tette 
9.4.1 the simple statically indeterminate problem for stretching or compressing staff 
9.4.2 the simple statically indeterminate problem for beam “eee 


Problems ee 


Exercises 55» 


Chapter 10 Stress state * theory of strength 


10.1 Introduction ERI 
10.1.1 The stress- state at a point ee 
10.1.2 Concept of element ee 
10.1.3 Concept of principle planes and principle stresses *ttttttttt tt ttt ttt tttttteeeeteeeeees 


10.1.4 Classification of stress state eee 





10.2 Analysis of plane stress 


10.2.1 Stre: on an arbitrary inclined plane 





10.2.2 Stress circle ** 

10.2.3 Determination of principle stresses and principle planes — "titer 
10.3 Three- dimensional stress state ******* Mb eb. USE HERE EPIRI ELIT E DAEAT 
10.4 Relations between stresses and strains under complex stress state — **tttt*tt** ILLE sine 

10.4.1 Generalized Hook's law Me ee i i TIPP 

10.4.2 Volume strain spor ine eee eee enne eee dy Pannen nan ———À "—— . 





10.5 Density of strain energy under complex stress state ************7* 





10.6 Common theories of strength * 


Io T MELLDD"——————————ÓÀ 


Chapter 11 Combined deformation ee 
11.1 Introduction LIRE Ó 
Ea: 

11.2.1 Internal forces and stresses for skew bending … 

11.2.2 Strength condition for skew bending 

11.2.3 Deformation for skew bending — "ttt gaw adissa A pas 
11.3 Combined bending with tension (compression) oon 

11.3.1 Combined actions of axial and transverse loads oe 

11.3.2 Eccentric tension (compression) ee 


11.3.3 Core of section A 
11.4 Combined bending with torsion eee 
Problems *** 


Exercises ee 

























| 


1 
工程 力学 (第 2 版 ) 


Chapter 12 Stability of column 





12.1 Concept of column stability 





12.2 Critical compressive force of sender column ee 233 
12.2.1 Critical compressive force of sender column with two ends simply supported ****** 233 
12.2.2 Critical compressive force of sender column with other supporting pp 234 

12.3  Applicability of Euler formula, Formula from experience of critical stress 
12.3.1 Critical stress ee 236 
12.3.2 Applicability of Euler formula ee 236 


12.3.3 Formula from experience of critical stress ee 237 





12.4 Calculation of stability of column 238 
12.5 Measure of improve stability of column en 240 
Exercises ee rd eaves 241 
Chapter 13 Kinetic load ere ui 244 
13.1 Concept of kinetic load and kinetic stress Xe ee eee 245 


13.2 Application of method of dynamic equilibrium ee 245 





13.2.1 Stress calculation of linear movement component with invariable acceleration * 


13.2.2 Stress calculation of rotating component with invariable angular velocity — ********* 247 


13.3 Impact load tttm 240 





Problems 


Exercises DOE 


Chapter 14 Alternating stress’ — «emen 255 





14.1 Concept of alternating stress and fatigue failure … 


14.2 Circle feature, stress amplitude and average stress of alternating stress “eee 258 
14.2.1 Circle feature of alternating stress ttftt 258 





14.2.2 Stress amplitude and average stres: 





14.3 Endurance limit and its influencing fact 


14.3.1 Appearance of structure eee 260 
14.3.2 Size of structure — *eeeeeeeeeeee eene eene enean nones enu ——— A7 
14.3.3 Surface quality of structure ee 263 

14.4 Calculation of fatigue strength under symmetric cycle ***::t8tttmHRB 264 


14.5 Endurance limit curve — **ttteme HH HH IGG 


Calculation of fatigue strength under asymmetric cycle — ttt: 





6 
14.7 Fatigue strength calculation of bending and twisting under alternating stress 
8 


Alternating amplitude stress oe 





Appendix A Properties of rolled - steel shapes - 


Contents 


14.9 Solution for improving fatigue strength DIDI 273 
14.9.1 [Reduce stress concentration Sues 273 
14.9.2 Decrease surface roughness ee 274 
14.9.3 Strengthen the surface strength «tH 4 

Problems E 





Exercises *** 





Appendix B Unit conversion | «seen 294 


Appendix C Index ee 205 


Appendix D Answers | «HH €———— CT 301 


NEND 


le 


H 
8 


zi 


面积 

有 效 挤 压 面 面 积 
弹性 模 量 
方向 的 单位 矢量 















































临界 压力 
最 大 静摩擦 力 

法 向 约束 反 力 ， 轴 力 
ER 
静 滑 动 摩擦 力 





重力 加 速度 
BAPE AE 

主 惯性 矩 

TREERE 

惯性 积 

惯性 半径 

转动 惯量 

弹簧 刚度 系数 
动 荷 因数 
理论 应 力 集中 因数 
有 效应 力 集中 因数 
最 大 滚动 摩 阻 力 偶 
JHE. JBE. BE 
转速 ， 安 全 因数 









































半径 ， 应 力 比 或 循环 特征 
矢 径 


ajo 
wat 


© 
4 
a x 


Siew X Xb Bo $ e dyn 
7 E 


atk 


HHE 
扭矩 
体积 
泊 松 比 
应 变 能 密度 
PEE 
扭转 截面 系数 
弯曲 截面 系数 
表面 质量 因数 
滚动 摩 阻 系数 、 延 伸 率 
尺寸 因数 

切 应 变 

比例 极限 柔 度 值 
长 度 因 数 

密度 ， 曲 率 半径 
正 应 力 

强度 极限 

挤 压 应 力 
临界 应 力 

动 应 力 

静 应 力 

比例 极限 

屈服 极限 

极限 应 力 
许 用 应 力 

许 用 压 应 力 

许 用 拉 应 力 

切 应 力 
极限 切 应 力 

许 用 切 应 力 
摩擦 角 


























> 


O SY” 
— 
本 章 介 绍 静 力学 基本 概念 、 静 力学 公理 、 静 力学 基本 计算 、 物 体 受 力 分 析 等 内 容 。 静 


力学 基本 概念 与 公理 是 静 力 学 的 理论 基础 ， 静 力学 基本 计算 与 物体 受 力 分 析 是 力学 课程 中 
非常 重要 的 基本 训练 。 通 过 本 章 的 学 习 ， 应 达到 以 下 目标 。 

COD 掌握 力 、 刚 体 、 平 衡 等 静 力 学 的 基本 概念 ， 掌握 静 力 学 公理 及 其 推论 。 

(2) 掌握 力 的 分 解 、 力 的 投影 与 力矩 的 计算 方法 ， 掌 握力 偶 与 力 偶 的 性 质 。 

(3) 掌握 工程 中 常见 约束 的 特征 、 类 型 及 约束 反 力 画 法 。 

(4) 掌握 物体 的 受 力 分 析 方 法 ， 能 熟练 地 对 物体 或 物体 系统 进行 正确 的 受 力 分 析 。 
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力 、 刚 体 、 平 衡 、 力 系 、 等 效力 系 、 平 衡 力 系 、 力 的 分 解 、 力 的 投影 、 力 矩 、 力 偶 、 
约束 、 约 束 反 力 、 物 体 受 力 分 析 、 分 离 体 、 受 力图 


静 力 学 是 研究 物体 受 力 及 平衡 的 一 般 规律 的 科学 。 

静 力 学 理论 是 从 生产 实践 中 总 结 出 来 的 ， 是 对 工程 结构 构件 进行 受 力 分 析 和 计算 的 基 
础 ， 在 工程 技术 中 有 着 广泛 的 应 用 。 静 力学 主要 研究 以 下 3 个 问题 。 

(1) 物体 的 受 力 分 析 。 

(2) 力 系 的 等 效 替 换 与 简化 。 

(3) 力 系 的 平衡 条 件 及 其 应 用 。 
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l. 力 与 力 系 的 概念 

力 是 物体 之 间 相互 的 机 械 作 用 。 这 种 作用 使 物体 的 机 械 运 动 状态 发 生变 化 或 使 物体 的 
形状 发 生 改变 ， 前 者 称 为 力 的 外 效应 或 运动 效应 ， 后 者 称 为 力 的 内 效应 或 变形 效应 。 在 静 
力学 中 只 研究 力 的 外 效应 。 实 践 表明 ， 力 对 物体 的 作用 效果 取决 于 
力 的 三 个 要 素 : @ 力 的 大 小 ; 四 力 的 方向 ;@@ 力 的 作用 点 。 因 此 力 
是 矢量 ， 且 为 定位 矢量 ,如 图 1. 1 所 示 ， 用 有 向 线段 AB 表示 一 个 
力 矢量 ， 其 中 线段 的 长 度 表示 力 的 大 小 ， 线 段 的 方位 和 指向 代表 力 
的 方向 ， 线 段 的 起 点 (或 终点 ) 表 示 力 的 作用 点 ， 线 段 所 在 的 直线 称 
为 力 的 作用 线 。 

图 1.1 在 静 力学 中 ， 用 黑 斜体 大 写字 母 刁 表示 力 矢 量 ， 用 白 斜 体 大 写字 母 
下 表示 力 的 大 小 。 在 国际 单位 制 中 ， 力 的 单位 是 牛顿 (N) 或 千 牛 (kN) 。 

力 的 作用 点 是 物体 相互 作用 位 置 的 抽象 化 。 实 际 上 ， 两 个 物体 接触 处 总 占有 一 定 的 面 
积 ， 力 总 是 分 布地 作用 在 一 定 的 面积 上 的 ， 如 果 这 个 面积 很 小 ， 则 可 将 其 抽象 为 一 个 点 ， 
即 为 力 的 作用 点 ， 这 时 的 作用 力 称 为 集中 力 ; 反之 ， 若 两 物体 接触 面积 比较 大 ， 力 分 布地 
作用 在 接触 面 上 ， 这 时 的 作用 力 称 为 分 布 力 。 除 面 分 布 力 外 ， 还 有 作用 在 物体 整体 或 某 一 
长 度 上 的 体 分 布 力 或 线 分 布 力 ， 分 布 力 的 大 小 用 符号 g 表示 ， 计 算式 如 下 : 





























a= limis 
式 中 ，AS 一 分 布 力作 用 的 范围 (长 度 、 面 积 或 体积 )， 
AF 一 一 作用 于 该 部 分 范围 内 的 分 布 力 的 合力 ; 
4 一 一 分 布 力作 用 的 强度 ， 称 为 荷载 集 度 。 如 果 力 的 分 布 是 均匀 的 ， 称 为 均 
匀 分 布 力 ， 简 称 均 布 力 。 
力 系 是 指 作用 在 物体 上 的 一群 力 。 若 对 于 同一 物体 ， 有 两 组 不 同 力 系 对 该 物体 的 作用 
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效果 完全 相同 ， 则 这 两 组 力 系 称 为 等 效力 系 。 一 个 力 系 用 其 等 效力 系 来 代替 ， 称 为 力 系 的 
等 效 蔡 换 。 最 简单 的 力 系 等 效 蔡 换 一 个 复杂 力 系 ， 称 为 力 系 的 简化 。 若 某 力 系 与 一 
个 力 等 效 ， 则 此 力 称 为 该 力 系 的 合力 ， 而 该 力 系 的 各 力 称 为 此 力 的 分 力 。 

2. 刚体 的 概念 

所 谓 刚 体 ， 是 指 在 力 的 作用 下 不 变形 的 物体 ， 即 在 力 的 作用 下 其 内 部 任意 两 点 的 距离 
永远 保持 不 变 的 物体 。 这 是 一 种 理想 化 的 力学 模型 ， 事 实 上 ， 在 受 力 状态 下 不 变形 的 物体 
是 不 存在 的 ， 不 过 ， 当 物体 的 变形 很 小 ， 在 所 研究 的 问题 中 把 它 忽略 不 计 ， 并 不 会 对 问题 
的 性 质 带 来 本 质 的 影响 时 ， 该 物体 就 可 近似 看 作 刚体 。 刚 体 是 在 一 定 条 件 下 研究 物体 受 力 
和 运动 规律 时 的 科学 抽象 ， 这 种 抽象 不 仅 使 问题 大 大 简化 ， 也 能 得 出 足够 精确 的 结果 ， 因 
此 ， 静 力学 又 称 为 刚体 静 力 学 。 但 是 ， 在 需要 研究 力 对 物体 的 内 部 效应 时 ， 这 种 理想 化 的 
刚体 模型 就 不 适用 ， 而 应 采用 变形 体 模型 ， 并且 变形 体 的 平衡 也 是 以 刚体 静 力 学 为 基础 
的 ， 只 是 还 需 补充 变形 几何 条 件 与 物理 条 件 。 

3. 平衡 的 概念 

在 工程 中 ， 把 物体 相对 于 地 面 静止 或 作 匀 速 直 线 运动 的 状态 称 为 平衡 。 

根据 牛顿 第 一 定律 ， 物 体 如 不 受到 力 的 作用 则 必然 保持 平衡 。 但 客观 世界 中 任何 物体 
都 不 可 避免 地 受到 力 的 作用 ， 物 体 上 作用 的 力 系 只 要 满足 一 定 的 条 件 ， 即 可 使 物体 保持 平 
衡 ， 这 种 条 件 称 为 力 系 的 平衡 条 件 。 满 足 平衡 条 件 的 力 系 称 为 平衡 力 系 。 
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为 了 讨论 物体 的 受 力 分 析 ， 研 究 力 系 的 简化 和 平衡 条 件 ， 必 须 先 掌握 一 些 最 基本 的 力 
学 规律 。 这 些 规 律 是 人 们 在 生活 和 生产 活动 中 长 期 积累 的 经 验 总 结 ， 又 经 过 实践 反复 检 
验 ， 被 认为 是 符合 客观 实际 的 最 普遍 、 最 一 般 的 规律 、 称 为 静 力学 公理 。 静 力学 公理 概括 
了 力 的 基本 性 质 ， 是 建立 静 力 学 理论 的 基础 。 

公理 1 力 的 平行 四 边 形 法 则 

作用 在 物体 上 同一 点 的 两 个 力 ， 可 以 合成 为 一 个 合力 。 合 力 的 作用 点 也 在 该 点 , 合力 
的 大 小 和 方向 ， 由 这 两 个 力 为 邻 边 构成 的 平行 四 边 形 的 对 角 线 确定 ， 如 图 1. 2(a) 所 示 。 或 
者 说 ， 合 力 矢 等 于 这 两 个 力 矢 的 几何 和 ， 即 : 
Fr=F, +F; 

另 作 一 力 三 角形 来 求 两 汇 交 力 合力 和 撩 的 大 小 和 方向 ， 即 依次 将 F 和 F, 首尾 相 接 
画 出 ， 最 后 由 第 一 个 力 的 起 点 至 第 二 个 力 的 终点 形成 三 角形 的 封闭 边 ， 即 为 此 二 力 的 合力 
矢 Fk， 如 图 1.2(b)、 图 1. 2(c) 所 示 ， 称 为 力 的 三 角形 法 则 

公理 2 ”二 力 平衡 条 件 
作用 在 刚体 上 的 两 个 力 ， 使 刚体 处 于 平衡 的 充 要 条 件 是 : 这 两 个 力 大 小 相等 ， 方 向 相 
反 ， 且 作用 在 同一 直线 上 ， 如 图 1.3 所 示 。 该 两 力 的 关系 可 用 如 下 矢量 式 表示 : 
Fi=—F, 








> 

































































NEED) 


r — 
F, 


Z7 T fa 


Fy Fr 
F, 
(a) o 


F; 
(c) 





图 1.2 图 1.3 


这 一 公理 揭示 了 作用 于 刚体 上 的 最 简单 的 力 系 平衡 时 所 必须 满足 的 条 件 ， 满 足 上 述 条 
件 的 两 个 力 称 为 一 对 平衡 力 。 需 要 说 明 的 是 ， 对 于 刚体 ,这 个 条 件 既 必要 又 充分 ， 但 对 于 
变形 体 ， 这 个 条 件 是 不 充分 的 。 

只 在 两 个 力作 用 下 而 平衡 的 刚体 称 为 二 力 构件 或 二 力 杆 ， 根 据 二 力 平衡 条 件 ， 二 力 杆 
两 端 所 受 两 个 力 大 小 相等 、 方 向 相反 ,作用 线 沿 两 个 力 的 作用 点 的 连 线 ， 如 图 1.4 所 示 。 











A B z 
(a) (b) 
图 1.4 


公理 3 ”加 减 平衡 力 系 公理 

在 已 知 力 系 上 加 上 或 减 去 任意 的 平衡 力 系 ， 并 不 改变 原 力 系 对 刚体 的 作用 。 这 一 公理 
是 研究 力 系 等 效 葵 换 与 简化 的 重要 依据 。 

根据 上 述 公理 可 以 导出 如 下 两 个 重要 推论 。 

推论 1 力 的 可 传 性 

作用 于 刚体 上 某 点 的 力 ， 可 以 沿 着 它 的 作用 线 滑 移 到 刚体 内 任意 一 点 ， 并 不 改变 该 力 
对 刚体 的 作用 效果 。 

证 明 : 设 在 刚体 上 点 A 作用 有 力 五 ， 如 图 1.5(a) 所 示 。 根 据 加 减 平衡 力 系 公理 ， 在 该 
力 的 作用 线 上 的 任意 点 B 加 上 平衡 力 Fi SP. Afi F;——F,—F. WA 1.50). IH 
FF SF, 组 成 平衡 力 ， 可 去 除 ， 故 只 剩 下 力 F,， 如 图 1. 5(c) 所 示 ， 即 将 原来 的 力 正 沿 其 
作用 线 移 到 了 点 B。 
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此 可 见 ， 对 刚体 而 言 ， 力 的 作用 点 不 是 决定 力 的 作用 效应 的 要 素 ， 它 已 为 作用 线 所 
代替 。 因 此 作用 于 刚体 上 的 力 的 三 要 素 是 : 力 的 大 小 、 方 向 和 作用 线 。 

作用 于 刚体 上 的 力 可 以 沿 着 其 作用 线 滑 移 ， 这 种 矢量 称 为 滑 移 矢 量 。 

推论 2 三 力 平衡 汇 交 定理 

若 刚体 受 三 个 力作 用 而 平衡 ， 且 其 中 两 个 力 的 作用 线 相交 于 一 点 ， 则 此 三 个 力 必 共 面 
且 汇 交 于 同一 点 。 

证 明 : 刚体 受 三 力 Fl 、F。、F; 作 用 而 平衡 如 图 1.6 所 示 。 根 据 力 的 可 传 性 ,将 力 
和 下 移 到 汇 交点 O， 并 合成 为 力 Fo « W FF; 应 与 Fs 平衡 。 根 据 二 力 平 衡 条 件 ，F; 与 Pe 
必 等 值 、 反 向 、 共 线 ， 所 以 F 必 通过 O 〇 点, HSF, FH. EE. 

公理 4 作用 与 反作用 定律 

两 个 物体 间 的 作用 力 与 反作用 力 总 是 同时 存在 ， 且 大 
小 相等 ， 方 向 相反 ， 沿 着 同一 条 直线 ， 分 别 作用 在 两 个 物 
体 上 。 若 用 下 表示 作用 力 ，F 表示 反作用 力 ， 则 : 

下 一 一 到 

该 公理 表明 ， 作 用 力 与 反作用 力 总 是 成 对 出 现 ， 但 它 
们 分 别 作用 在 两 个 物体 上 ， 因 此 不 能 视 作 平衡 方 。 

公理 5 刚 化 原理 

变形 体 在 某 一 力 系 作用 下 处 于 平衡 ， 如 果 将 此 变形 体 刚 化 为 刚体 ， 其 平衡 状态 保持 
不 变 。 

这 一 公理 提供 了 把 变形 体 抽象 为 刚体 模型 的 条 件 。 如 柔性 绳索 在 等 值 、 反 向 、 共 线 的 
两 个 拉力 作用 下 处 于 平衡 ， 可 将 绳索 刚 化 为 刚体 、 其 平衡 状态 不 会 改变 。 而 绳索 在 两 个 等 
值 、 反 向 、 共 线 的 压力 作用 下 则 不 能 平衡 。 这 时 ;绳索 不 能 刚 化 为 刚体 。 但 刚体 在 上 述 两 
种 力 系 的 作用 下 都 是 平衡 的 。 

由 此 可 见 ; 刚体 的 平衡 条 件 是 变形 体 平 衡 的 必要 条 件 ， 而 非 充分 条 件 。 刚 化 原 
理 建 立 了 刚体 与 变形 体 平衡 条 件 的 联系 .提供 了 用 刚体 模型 来 研究 变形 体 平衡 的 依 
据 。 在 刚体 静 力学 的 基础 上 考虑 变形 体 的 特性 ， 可 进一步 研究 变形 体 的 平衡 问题 。 
这 一 公理 也 是 研究 物体 系 平衡 问题 的 基础 ， 刚 化 原理 在 力学 研究 中 具有 非常 重要 的 
地 位 。 
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1.3.1 力 的 投影 及 合力 投影 定理 


1. 力 在 轴 上 的 投影 

如 图 1.7(a) 所 示 , 设 有 力 下 与 x 轴 共 面 ， 由 力 下 的 始 端 A 点 和 末端 B 点 分 别 向 zx 轴 
EER. ENa 和 0， 则 线段 ab 的 长 度 冠 以 适当 的 正 负 号 就 表示 力 下 在 x 轴 上 的 投影 ， 
WH F.. WRM a 到 5b 的 指向 与 x 轴 的 正 向 一 致 ， 则 已 ,为 正 值 ， 反 之 为 负 值 。 在 数学 上 ， 
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力 在 轴 上 的 投影 定义 为 力 与 该 投影 轴 单 位 矢量 的 标量 积 。 力 在 轴 上 的 投影 是 力 使 物体 沿 该 
轴 方 向 移动 效应 的 度量 。 
设 工 轴 的 单位 矢量 为 e， 力 下 与 x 轴 正 向 间 的 夹 角 为 c， 则 力 下 在 z 轴 上 的 投影 为 : 
F,=F * e=Fcosa (1:1) 
力 在 轴 上 的 投影 是 代数 量 。 当 0°<a<90°HY. F AE; 当 90°<a<180°HY. FH 
值 ， 当 一 90" 时， 已 为 零 。 
如 图 1. 7(b) 所 示 ， 当 90 入 入 180 时 ， 可 按 下 式 计算 F.: 
F, — Fcosa— Fcos(180*— 8) Fcosf (1.2) 











2. 力 在 平面 上 的 投影 

如 图 1. 8 所 示 ， 由 力 下 的 始 端 A 点 和 未 端点 分 别 向 zy 平面 作 垂 线 ， 垂 足 为 和 0， 
WREDA F 在 xy 平面 上 的 投影 ， 记 为 F。 。 

下 ,是 矢量 ， 其 大 小 为 























F,, =Fcosa 1.3) 
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3. 力 在 直角 坐标 轴 上 的 投影 
将 力 向 直角 坐标 系 Orys 的 三 坐标 轴 上 投影 的 方法 有 直接 投影 法 和 二 次 投影 法 。 设 + 轴 、 
yl. za i. j. k, a€[0. 1807], ge [0. 180], y€[0. 180°] 分 别 为 
力 下 与 三 轴 正 向 的 夹 角 ， 如 图 1. 9(a) 所 示 ， 采 用 直接 投影 法 得 到 力 下 在 各 轴 上 的 投影 为 : 
F,=F * i=Fcosa | 
F,=F + j=Fcos8 (1.4) 
F.—-F-* eed] 
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二 次 投影 法 则 首先 将 力 下 向 > 轴 与 zy 平面 上 投影 ， 得 到 F. 与 投影 矢量 F,,， 其 次 再 

YE Fla 轴 、y 轴 上 投影 如 图 1.9(b) 所 示 ， 有 
F.=Fcosy 

F,,—Fsiny | 

F,—F,,cosg— Fsinycose 





f (1.5) 





F,—F,,sing— Fsinysing 
sth y€Lo. 180°] 为 下 与 > HEM fe fü. e€[0. 180°] 为 ,与 x 轴 正 向 的 夹 角 。 
4. 合力 投影 定理 
若 作 用 于 一 点 的 nn 个 力 FI，F,，…，, 的 合力 为 Fe， 则 : 合力 在 某 轴 上 的 投影 ， 等 
于 各 分 力 在 同一 轴 上 投影 的 代数 和 ， 这 就 是 合力 投影 定理 。 在 直角 坐标 系 中 ， 有 : 
Fr= PFs, F= EF,, Fe= ER (1.6) 














1.3.2 力 的 分 解 


力 的 分 解 遵循 力 的 平行 四 边 形 法 则 。 如 图 .1. 10(a) 所 示 ， 将 力 下 向 任意 两 轴 方 向 分 
解 ， 即 以 力 下 为 对 角 线 ， 以 两 轴 为 两 相 邻 边 作 一 平行 四 边 形 ， 得 到 力 FP. Fo 就 是 力 正 的 
两 个 分 力 。 图 1. 10(b) 所 示 为 将 力 玉 向 直角 坐标 系 的 两 轴 方 向 的 分 解 。 力 下 与 两 分 力 Fi. 
F: 的 关系 表示 如 下 : 

F=F, +F; EI 





(a) 
A 1. 10 
在 空间 情形 下 ， 常 采用 直接 分 解法 与 二 次 分 解法 将 力 沿 直角 坐标 方向 进行 分 解 。 直 接 
分 解法 就 是 将 力 直接 向 3 个 直角 坐标 轴 方 向 分 解 得 到 分 力 Fi. Fo. Fs WE 1. 11(a) 所 
示 ， 用 矢量 式 表 示 如 下 : 





F=F,+F,+F; (1.8) 

显然 ,各 分 力 的 大 小 为 : Fi=Feosa, F;—Fcosg. F;=Fcosy. 

二 次 分 解法 首先 沿 = 轴 与 力 正 作 一 平面 ,然后 将 下 沿 > 轴 方 向 和 该 平面 与 xy 平面 的 

交 线 方向 分 解 得 到 分 力 F; 与 Fu， 再 将 Fu 向 +、y 轴 方 向 分 解 。 如 图 1. 11(b) 所 示 ， 可 表 
示 如 下 式 : 












































F=Fu tF; =F, +F, +F, C9 
各 分 力 的 大 小 为 : Fu=Fsiny, Fl 二 Fsinycosgp, F,=Fsinysing, F; =Fcosy. 
根据 以 上 讨论 容易 看 出 ， 在 直角 坐标 系 中 , 力 正 的 分 力 与 投影 有 如 下 关系 : 
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Fy=F., (1.10) 


j 
i 
r — 
F,=F,i, F,=F,j, F;=F-.k (1.11) 


在 直角 坐标 系 中 ， 力 FF 写成 如 下 解析 式 : 
F=F\+F,+F;=F,it+F,j +F.k (1.12) 








BI 
1.3.3 力矩 
力 对 物体 的 作用 有 移动 效应 ， 也 有 转动 效应 。 力 使 物体 绕 某 点 (或 某 轴 ) 转 动 效 应 的 度 
量 ， 称 为 力 对 点 (或 轴 ) 之 矩 。 
l. ART RAB 


RAF VIP AM. (ERO, 点 O 至 点 A 的 矢 径 为 r( 图 1.12)。 则 力 下 对 点 之 
ETRE SUN: 
MoG)—rXF (1.13) 
WW: 力 对 点 之 矩 矢 等 于 点 O 至 力 的 作用 点 A 的 矢 径 与 
该 力 的 矢量 积 ， 它 是 力 使 物体 绕 该 点 转动 效应 的 度量 。O 
点 称 为 力矩 中 心 ， 简 称 矩 心 ; 力 正 的 作用 线 与 矩 心 O 确定 
的 平面 称 为 力矩 作用 面 ; 矩 心 O 至 力 的 作用 线 的 垂直 距 
Bd 称 为 力 臂 。 力 对 点 之 矩 矢 是 定位 矢量 ， 该 矢量 通过 拢 
心 0, 垂直 于 力矩 的 作用 面 ， 其 指向 按 右 手 螺旋 法 则 确定 。 
它 的 模 表示 力 对 点 之 矩 矢 的 大 小 ， 即 为 ; 
|Mo(F) | =Frsina=Fd (1.14) 
"pU. JB Mo (F) 4 T H F HEDO ZB 3 个 
要 素 : 
CD 力矩 的 作用 面 。 
(2) TEJIB TERI 7] F RED O 的 转向 。 
(3) 力矩 的 大 小 。 
若 以 矩 心 O 为 原点 ， 建 立 直角 坐标 Oryz， 如 图 1.12 所 示 。 由 F==Fi 十 Fyj 十 Fek， 
r=aityj +2k, WRA. 14) 可 用 解析 式 表示 如 下 : 


BBY 








图 1.12 
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Mo(F)=rX F= Gi yj +2k) X Ci - F,j 4-F.k) 








(yF.—2F, i+ GF, —1F.)j+(£F,—yF,)k a. 15) 
[Mp (F)],=yF.—2F, | 
令 : [Mo (F)],=2F,—2F. + (1. 16) 
[Mp (F)].=2F,—yF, | 
分 别 表示 力矩 矢 在 三 个 坐标 轴 上 的 投影 。 
需要 说 明 的 是 ， 在 平面 情形 下 ， 力 对 点 的 矩 定义 为 代数 量 ， 即 
Mo(F)=+tF.d (1.17) 
且 规定 力 正 绕 O 点 的 转向 为 逆 时 针 方 向 时 取 正 号 ， 反 之 取 负 号 。 
2. At Hh Z $6 
如 图 1. 13 所 示 ， 设 力 下 作用 于 刚体 上 的 A 点 ， 使 刚体 绕 = 轴 转 动 。 过 A 点 作 平面 
Oxy 垂直 于 z 轴 并 交 于 O 点 ,将 力 下 分 解 为 平行 于 轴 的 分 力 ; 和 垂直 于 < 轴 的 分 力 











下 ,,， 力 下 对 轴 的 转动 效应 可 以 用 两 个 分 力 所 产 生 的 合 效 应 来 代 蔡 。 由 经 验 可 知 ， 分 力 F 

不 能 使 刚体 绕 = 轴 转 动 ， 它 对 x ANE FUR ATI Fy ATE MASE z 轴 转 动 。 以 h 
表示 从 O 点 至 力 下 ,作用 线 的 垂直 距离 。 则 力 玉 对 > 轴 之 矩 定义 为 : 

M.(F)=M. ENEM (Fy )=ŁFy eh (1.18) 

力 对 轴 之 矩 是 力 使 刚体 绕 = 轴 转 动 效应 的 度量 ， 它 是 代数 量 ， 其 正 负 号 规定 如 下 : 从 

= 轴 的 正 端 往 负 端 看 ， 若 力 正 的 分 力 下 * 绕 = 轴 的 转向 为 逆 时 针 方 向 时 取 正 号 ， 反 之 取 

负 号 









根据 力 对 轴 之 德 的 定义 可 知 ， 当 力 的 作用 线 与 轴 共 面 (平行 或 相交 ) 时 ， 力 对 该 轴 之 短 
"PA. 

De ee on ee eee F 在 沿 3 个 坐标 轴 方 向 上 的 分 
HAMA Fi Fe, Fos W: 











w 


图 1.13 A 1.14 


M.(F)=M.(F,,)=M.(F,)+M.(F;) 
考虑 到 FF 二 Fi, F,—F,j. F.—F.k. 力作 用 点 A 的 坐标 为 (zx、>、z)， 则 有 
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M.QG)-—zF,—yF, zl 

















同 理 得 到 M,(F)=yF.—2F. (1.19) 
M,GD—zF, —F. 

3. AR s zm Aes Ay pH 1K HZ Ap S X 

式 (1.17) 与 式 (1. 20) 可 得 : 
[Mo (F) ],=M, CF) 
[Mo (F) ],=M, CF) > (1. 20) 


[Ms a1, Man) 

式 (1.21) 说 明 : 力 对 点 之 矩 矢 在 通过 该 点 的 某 轴 上 的 投影 等 于 力 对 该 轴 之 矩 。 

例 1.1 如 图 1.15 所 示 ， 水 平 放置 的 圆 轮 轮 缘 上 点 A 处 作用 一 为， 其 作用 线 与 过 该 
点 的 圆 轮 切 线 夹 角 为 a， 并 在 过 点 A 而 与 轮 缘 相 切 的 平面 内 点 A 与 圆心 O 的 连 线 与 x di 
的 夹 角 为 B。 ee) 下 对 点 O ZIER., 

z 解 : 如 图 ， 将 力 下 分解 为 平行 轴 的 力 F; 和 在 圆 盘 
平面 内 并 与 圆周 切 于 点 A 的 力 下 。 
F,—Fsina F,,=Fcosa 



























































因而 
> M.(F)=M.(F,)=—Frcosa 
M, (F) =M. Fy)=—Frsinasing 
M, (F)SM, (F; ) = Frsinacos? 
则 
P MG) -M, (F)i+M, CF) j - M.GOK 
图 1.15 Frsinasinfi 4- Frsinacos(jj — Frcosak 
4. BARRE 


RNAi n AHF, Fo. oy F, 的 合力 为 Fe， 则 该 合力 对 某 点 (或 某 轴 ) 之 
和 矩 等 于 各 个 分 力 对 同一 点 (或 轴 ) 之 矩 的 矢量 和 (或 代数 和 )， 这 就 是 合力 矩 定理 。 
合力 矩 定理 可 表示 如 下 列 两 式 : 
Mo (FR) = Mo (F,) (1. 21) 





M..( FR) = XM.(F;) (1. 22) 


该 定理 提供 了 求 力矩 的 另 一 种 方法 。 事 实 上 ,任意 力 系 若 有 合力 ， 合 力矩 定 理 都 
成 立 。 





1.3.4 力 偶 与 力 偶 的 性 质 


1. 力 偶 的 概念 

大 小 相等 ,方向 相反 ,作用 线 平行 但 不 共 线 的 两 个 力 组 成 的 特殊 力 系 . 称 为 力 偶 ， 
记 为 (F， 严 )， 如 图 1. 16(a) 所 示 。 组 成 力 偶 的 两 个 力 之 间 的 距离 称 为 力 偶 臂 ， 力 与 力 偶 
臂 的 乘积 Fd 称 为 力 偶 矩 ， 两 个 力 所 在 的 平面 称 为 力 偶 的 作用 面 。 
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FABIA F 5 F CEE oh ERIE PS. BULA ERA. 
上 且 其 作用 线 不 在 同一 直线 ， 也 不 是 平衡 力 。 所 以 ， 力 偶 本 身 既 不 平衡 ， 又 不 能 与 一 个 力 等 
效 。 力 偶 对 刚体 只 有 转动 效应 ， 没 有 移动 效应 。 力 偶 是 一 种 不 可 能 再 简化 的 力 系 ， 它 与 力 
一 样 ， 是 一 种 基本 力学 量 。 
力 偶 对 物体 的 转动 效应 决定 于 力 偶 的 三 要 素 : 力 偶 矩 的 大 小 、 力 偶 作 用 面 在 空间 的 方 
位 及 力 偶 在 作用 面 内 的 转向 。 
2. 力 偶 矩 矢量 
力 偶 对 刚体 的 转动 效应 可 用 力 偶 中 的 两 个 力 的 力矩 的 和 来 度量 。 
如 图 1. 17 所 示 , 设 有 力 偶 (F，F ) 作 用 在 刚体 上 , ra、rs 分 别 表示 任意 点 O 至 两 个 力 的 
作用 点 A 与 B 的 和 撩 径 ， rs 为 点 B 至 点 A 的 矢 径 ， 则 力 偶 中 的 两 个 力 对 O 〇 点 的 和 矩 撩 之 和 为 
Mo(F)+Mo(F )=ra X Fri XF =ra X Fry X (— F) 
=(ra— rg) X F= ra% F 
AR rm XF 表示 力 偶 对 任意 的 O AWER. CEEE O 点 转动 效应 的 度量 ， 
称 为 力 偶 矩 矢量 ， 通 常用 MCF. Fax. MAM: 
—nxF a. 23) 
力 偶 和 矩 和 撩 M 的 模 等 于 力 偶 矩 Fd 《图 1. 17) ， 其 方向 垂直 于 力 偶 的 作用 面 ， 其 指向 由 
右手 螺旋 法 则 确定 (图 1. 160, 2] f ABA M 表明 了 力 偶 的 三 个 要 素 。 显 然 ， 力 偶 矩 矢 M 与 
EDO 点 的 位 置 无 关 ， 它 是 自由 矢量 。 
























































(a) (b) 
图 1.16 图 1.17 


3. 力 偶 的 性 质 
于 力 偶 对 物体 的 转动 效应 又 完全 决定 于 力 偶 矩 矢 ， 而 力 偶 矩 矢 又 是 自由 矢量 ， 因 
此 ， 力 偶 矩 矢 相 等 的 两 个 力 偶 必 然 等 效 。 据 此 ， 可 推论 出 力 偶 的 性 质 如 下 。 
) 力 偶 对 任意 点 之 和 矩 等 于 力 偶 矩 矢 ， 力 偶 对 任意 轴 之 矩 等 于 力 偶 矩 矢 在 该 轴 上 的 投影 。 
(2) 只 要 保持 力 偶 矩 矢 不 变 ， 力 偶 可 以 在 其 作用 面 内 及 相互 平行 的 平面 内 任意 搬移 而 不 
会 改变 它 对 刚体 的 作用 效应 。 例 如 汽车 的 方向 盘 ， 无 论 安 装 得 高 一 些 或 低 一 些 ， 只 要 保证 两 
个 位 置 的 转盘 平面 平行 ， 对 转盘 施 以 力 偶 矩 相等 、 转 向 相同 的 力 偶 ， 其 转动 效应 是 相同 的 。 
由 此 可 见 ， 只 要 不 改变 力 偶 矩 矢 M 的 大 小 和 方向 ， 不 论 将 M 画 在 同一 刚体 上 的 任何 
位 置 都 一 样 。 

(3) 只 要 保持 力 偶 的 转向 和 力 偶 和 矩 的 大 小 ( 即 力 与 力 偶 臂 的 乘积 ) 不 变 ， 可 将 力 偶 中 的 
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力 和 力 偶 臂 做 相应 的 改变 ， 或 将 力 偶 在 其 作用 面 内 任意 移 转 ， 而 不 会 改变 其 对 刚体 的 作用 
效应 。 正 因为 如 此 ， 常 常 只 在 力 偶 的 作用 面 内 画 出 弯 箭 头 加 M 来 表示 力 偶 ， 其 中 M 表示 
力 偶 矩 的 大 小 ， 箭 头 则 表示 力 偶 在 作用 面 内 


L 的 转向 ， 如 图 1. 18 所 示 。 
上 -— - ») 需要 指出 的 是 ， 在 平面 情形 下 ， 由 于 力 
偶 的 作用 面 就 是 该 平面 ， 此 时 不 必 表 明 力 偶 
—— 的 作用 面 ， 只 需 表示 出 力 偶 矩 的 大 小 及 力 偶 
的 转向 即 可 ， 因 此 可 将 力 偶 定义 为 代数 量 : 












































图 1.18 M=+Fd, WA 1.18 所 示 。 并 且 规 定 当 力 偶 
为 逆 时 针 转 向 时 力 偶 和 矩 为 正 ， 反 之 为 负 。 
| 14 物体 受 力 分 析 


1.4.1 约束 与 约束 反 力 











物体 按照 运动 所 受 限 制 条 件 的 不 同 可 以 分 为 两 类 : 自由 体 与 非 自 由 体 。 自 由 体 是 指 物 
体 在 空间 可 以 有 任意 方向 的 位 移 ; 即 运动 不 受 任何 限制 。 如 空中 飞行 的 炮弹 、 飞 机 、 人 造 
卫星 等 。 非 自由 体 是 指 在 某 些 方向 的 位 移 受到 一 定 限 制 而 不 能 随意 运动 的 物体 ， 如 在 轴承 
内 转动 的 转轴 、 汽 所 中 运动 的 活塞 等 。 对 非 自 由 体 的 位 移 起 限制 作用 的 周围 物体 称 为 约 
东 ， 例 如， 铁轨 对 于 机 车 ,轴承 对 于 电机 转轴 、 帅 车 钢 索 对 于 重 物 等 ， 都 是 约束 。 

约束 限制 着 非 自 由 体 的 运动 ， 与 非 自 由 体 接触 相互 产生 了 作用 力 ， 约 束 作用 于 非 自由 
体 上 的 力 称 为 约束 反 力 。 约 束 反 力 作用 于 接触 点 ， 其 方向 总 是 与 该 约束 所 能 限制 的 运动 方 
向 相反 ， 据 此 ， 可 以 确定 约束 反 力 的 方向 或 作用 线 的 位 置 。 至 于 约束 反 力 的 大 小 却 是 未 知 
的 ， 在 以 后 根据 平衡 方程 求 出 。 








1.4.2 常见 约束 类 型 及 其 约束 反 力 
































1. 柔 索 约束 
绳索 、 链 条 、 皮 带 等 所 构成 的 约束 统称 为 柔 索 约束 ， 这 种 约束 的 特点 是 柔软 易 变 
形 ， 它 给 物体 的 约束 反 力 只 能 是 拉力 。 因 此 ， 和 柔 索 对 物体 的 约束 反 力 作用 在 接触 点 ， 方 向 


























沿 柔 索 且 背离 物体 。 如 图 1. 19、 图 1. 20 所 示 。 
2. 光滑 接触 面 约束 
物体 受到 光滑 平面 或 曲面 的 约束 称 作 光 滑 面 约束 。 这 类 约束 不 能 限制 物体 沿 约束 

表面 切线 的 位 移 ， 只 能 限制 物体 沿 接触 表面 法 线 并 指向 约束 的 位 移 。 因 此 约束 反 力 作 

在 接触 点 , 方向 沿 接触 表面 的 公法 线 ， 并 指向 被 约 东 物体 ， 如 图 1.21、 图 1.22 

所 示 。 
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图 1.21 图 1.22 

3. 光滑 圆柱 铵 链 约 束 

如 图 1. 23(a) 、(b)， 在 两 个 构件 A、 妃 上 分 别 有 直 径 相 同 的 圆 孔 ， 再 将 一 直径 略 小 于 和 孔 
径 的 圆柱 体 销 钉 C 插 入 该 两 构件 的 圆 孔 中 ,将 两 构件 连接 在 一 起 ， 这 种 连接 称 为 贸 链 连接 ， 
两 个 构件 受到 的 约束 称 为 光滑 圆柱 贸 链 约束 二 受 这 种 约束 的 物体 ， 只 可 绕 销 钉 的 中 心 轴线 转 
动 ， 而 不 能 相对 销 钉 沿 任意 径 向 方向 运动 。 这 种 约束 实质 是 两 个 光滑 圆柱 面 的 接触 [图 1. 23 
(c) ]， 其 约束 反 访 作用 线 必然 通过 销 杀 中心 并 垂直 圆 孔 在 D 点 的 切线 ,约束 反 力 的 指向 和 大 
小 与 作用 在 物体 上 的 其 他 力 有 关 ， 所 以 光滑 圆柱 贸 链 的 约束 反 力 的 大 小 和 方向 都 是 未 知 的 ， 通 
常用 大 小 未 知 的 两 个 垂直 分 力 表示 ， 如 图 1. 23(d) 所 示 。 光 滑 圆 柱 铵 链 的 简 图 如 图 1. 23(e) 所 示 。 














图 1.23 
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4. ARRA 

RAR TU ACH E EARR EER. PF RA — A EE TE HO IL 
架 上 ， 其 结构 简 图 如 图 1. 24(b) 所 示 。 这 种 约束 的 约束 反 力 的 作用 线 也 不 能 预先 确定 ， 可 
以 用 大 小 未 知 的 两 个 垂直 分 力 表 示 ， 如 图 1. 24(c) 所 示 。 
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5. RAR XE 
在 桥梁 、 屋 架 等 工程 结构 中 经 常 采 用 这 种 约束 ;如 图 1. 25(a) 所 示 为 桥梁 采用 的 滚动 
铵 支 座 ， 这 种 支 座 可 以 沿 固定 面 滚动 ， 常 用 王 支 承 较 长 的 梁 ， 它 允许 梁 的 支承 端 沿 支承 面 
移动 。 因 此 这 种 约束 的 特点 与 光滑 接触 面 约束 相同 ， 约 束 反 力 垂直 于 支承 面 指向 被 约束 物 
体 ， 如 图 1. 25(c) 所 示 。 
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6. IRA X JE 
物体 的 一 端 为 球体 ， 能 在 球 壳 中 转动 ， 如 图 1. 26 C AAS. CPR PR AER Ee e HE 
简称 球 贸 。 球 匀 能 限制 物体 任何 径 向 方向 的 位 移 ， 所 以 球 贸 的 约束 反 力 的 作用 线 通 过 球 心 
并 可 能 指向 任 一 方向 ， 通 常用 过 球 心 的 3 EAE AP Fas Fay. Fa 表示 ， 如 
图 1. 26(c) 所 示 。 
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7. 轴承 





轴承 是 机 械 中 常见 的 一 种 约束 ， 常 见 的 轴承 有 两 种 形式 ， 一 种 是 径 向 轴承 [图 1. 2700) ]. 














它 限 制 转轴 的 径 向 位 移 ， 并 不 限制 它 的 轴 向 运动 和 绕 轴 转 动 ， 其 性 质 和 圆柱 铵 链 类 似 ， 如 
1. 27(b) 所 示 为 其 示意 简 图 ， 径 向 轴承 的 约束 反 力 用 两 个 垂直 于 轴 长 方向 的 正 交 分 力 表示 [ 











图 





图 


1. 27(c)]。 另 一 种 是 径 向 止 推 轴 承 ， 它 既 限 制 转 轴 的 径 向 位 移 ， 又 限制 它 的 轴 向 运动 ， 只 多 





许 绕 轴 转动 ， 其 约束 反 力 用 3 个 大 小 未 知 的 正 交 分 力 表 示 ， 如 图 1. 28 所 示 。 








(b) (c) 





8. BE 3525 





有 时 物体 会 受到 完全 固 结 作 用 ， 如 深 埋 在 地 里 的 电线 杆 ， 如 图 1. 29(a) 所 示 。 这 时 物 
体 的 A 端 在 空间 各 个 方向 上 的 运动 (包括 平移 和 转动 ) 都 受到 限制 ， 这 类 约束 称 为 固定 端 约 
束 。 其 简 图 如 图 1. 29(b) 所 示 。 其 约束 反 力 可 这 样 理解 : 方面 ， 物 体 受 约束 部 位 不 能 平 
移 ， 因 而 受到 一 约束 反 力 FAfEHI: 另 一 方面 ， 也 不 能 转动 ， 因 而 还 受到 一 约束 反 力 偶 Ma 
的 作用 。 如 图 1. 29(c) 所 示 。 约 束 反 力 F 和 约束 反 力 偶 M 均 作用 在 接触 部 位 ， 而 方位 和 
指向 均 未 知 。 在 空间 情形 下 ,通常 将 固定 端 约束 的 约束 反 力 画 成 6 个 独立 分 量 。 符 号 为 
Fars Fa ^ Fas Mars Mays My WE 1.29(d) 所 示 。 对 平面 情形 ， 则 只 需 画 出 3 个 独 



































立 分 量 Fa. Fay, Ma, WE 1. 29(e) 所 示 。 





(b) (c) (e) 


WHEE) 


" — 


D 9. 二 力 杆 约束 

两 端 用 光滑 铵 链 与 其 他 物体 连接 ， 中 间 
不 受 力 且 不 计 自重 的 杆 件 ， 即 为 二 力 杆 。 二 
力 杆 两 端 所 受 的 两 个 力 大 小 相等 、 方 向 相反 ， 
作用 线 沿 着 两 匀 接 点 的 连 线 ， 至 于 二 力 杆 受 
拉 还 是 受 压 则 可 假设 。 图 1. 30(a) 的 结构 中 ， 
杆 件 AB, CD 为 二 力 杆 ， 其 受 力 如 图 1. 30 
(b) 所 示 。 









































图 1.30 


1.4.3 物体 受 力 分 析 


将 所 研究 的 物体 或 物体 系统 从 与 其 联系 的 周围 物体 或 约束 中 分 离 出 来 ， 并 分 析 它 受 几 
个 力作 用 ， 确 定 每 个 力 的 作用 位 置 和 力 的 作用 方向 * .这 一 过 程 称 为 物体 受 力 分 析 。 物 体 受 
力 分 析 过 程 包括 如 下 两 个 主要 步骤 。 

CL) 确定 研究 对 象 ， 取 出 分 离 体 。 

待 分 析 的 某 物体 或 物体 系统 称 为 研究 对 象 。 明 确 研 究 对 象 后， 需要 解除 它 受 到 的 全 部 
约束 ,将 其 从 周围 的 物体 或 约束 中 分 离 出 来 ， 单独 画 出 相应 简 图 ， 这 个 步骤 称 为 取 分 
离 体 。 

(2) 画 受 力图 。 

在 分 离 体 图 上 ， 画 出 研究 对 象 所 受 的 全 部 主动 力 和 所 有 去 除 约束 处 的 约束 反 力 ， 并 标 
明 各 力 的 符号 及 受 力 位 置 符号 。 

这 样 得 到 的 表明 物体 受 力 状态 的 简明 图 形 ， 称 为 受 力 图 。 下面 举例 说 明 受 力图 的 
面 法 。 

例 1.2 试 画 出 图 1.31(a) 所 示 结 构 的 整体 、AB EF, AC 杆 的 受 力 图 。 

解 : COD 以 结构 整体 为 研究 对 象 ， 主 动力 有 荷载 注意 到 B. C 处 为 光滑 面 约束 ， 
约束 反 力 为 Fs、Fc。 其 受 力 图 如 图 1. 31(b) 所 示 。 

(2) 取出 AB 杆 的 分 离 体 ，A 处 为 光滑 圆柱 贸 链 约束 ，D 处 受到 柔 强 约束， 其 受 力图 
如 图 1.31(c) 所 示 。 

(3) 取出 AC 杆 的 分 离 体 ，A 处 受到 AB 杆 的 反作用 力 Fa. Fay. E 处 为 柔 强 约束 ， 
AC 杆 受 力 如 图 1. 31(d) 所 示 。 
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Bl 1.3 在 图 1.32(a) 中 ， 多 跨 梁 ABC 由 ADB BC 两 个 简单 的 梁 组 合 而 成 ， 受 集中 
力 正 及 均 布 荷载 d 作用 ， 试 画 出 整体 及 梁 ADB、BC 段 的 受 力 图 。 

解 : CO 取 整 体 为 研究 对 象 ， 先 画集 中 力 下 r j 
与 分 布 荷载 g， 再 画 约束 反 力 。A 处 约束 反 力 分 A e 
解 为 二 正 交 分 量 ，D、C 处 的 约束 反 力 分 别 与 其  ， D$ P A 
支承 面 垂 直 ， 忆 处 约束 反 力 为 内 力 ， 不 能 面 出 ， (a) 
整体 的 受 力图 如 图 1. 32(b) 所 示 。 F 4 

(2) We ADB 段 的 分 离 体 ， 先 画集 中 力 下 及 
梁 段 上 的 分 布 荷载 qg， 再 画 A、D、B 处 的 约束 Fy Fp or 
HEFa, Fy. Fp, Fu, Fu» ADB 梁 受 力 如 v 


图 1. 32(c) 所 示 。 Mae 4 
(3) 取 BC 段 的 分 离 体 ， 先 画 梁 段 上 的 分 布 A Fav Fix e 
Wb. Wind B、C 处 的 约束 反 力 , 注意 B 处 PP Lo UL IN 
的 约束 反 力 与 AB PEB 处 的 约束 反 力 是 作用 力 与 i. " 
反作用 力 关系 , C 处 的 约束 反 力 下 c 与 斜面 垂直 ， 
BC 梁 受 力 如 图 1. 32(d) 所 示 。 图 1.32 

例 1.4 图 1.33(a) 的 构架 中 ，BC 杆 上 有 一 导 槽 ，DE 杆 上 的 销 钉 可 在 槽 中 滑动 ， 设 
所 有 接触 面 均 为 光滑 ， 各 杆 的 自重 均 不 计 ， 试 画 出 整体 及 杆 AB、BC、DE 的 受 力图 。 

fA: CO 取 整 体 为 研究 对 象 ; HERBAL CAB AMER RE. Am, Tid 
A、C 处 的 约束 反 力 ， 如 图 1. 33(b) 所 示 。 

(2) 取 DE 杆 的 分 离 体 ， 先 画集 中 力 下 ， 青 画 销 钉 H. D 所 受 之 力 。 销 钉 HO SY 
滑动 ， 因 此 , , 导 槽 给 销 钉 的 约束 反 力 Fi 应 垂直 于 导 槽 ，D 处 约束 反 力 用 正 交 力 Fo, Foy 
表示 。DF 杆 受 为 如 图 1. 33(c) 所 示 。 
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(3) 取 BC 的 杆 的 分 离 体 ， 先 画 销 钉 HU SAME PR. "E E iff 7] Fn 是 作 
力 与 反作用 力 的 关系 ; FRE BOC C 的 约束 反 力 下 c. 、Fe ， 它 应 与 整体 图 1. 33(b) 
NB; RHE B 用 正 交 分 力 Fs, 、Fs, 表 示 ，BC 杆 受 力 如 图 1. 33(d) 所 示 。 

(D 取 AB RFA. eise RE A 的 约束 反 力 应 与 整体 图 1.33 Cb) f9— PEE 
链 D、B 的 约束 反 力 应 与 图 1.33(c)、 图 1.33(d) 中 D、B 的 约束 反 力 是 作用 力 与 反作用 力 
的 关系 。AB 杆 受 力 如 图 1. 33(e) 所 示 。 

例 1.5 如 图 1.34(a) 所 示 的 物体 系统 ， 试 画 出 整体 、 杆 AB、AC( 均 不 包括 销 钉 A、 
C), ET A, HET C 的 受 力图 。 
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B 1.34 


解 : (1) 先 分 析 整 体 的 受 力 情况 ， 主 动力 有 重力 Q。A ABESSE RETE. C 处 为 
固定 铵 支 座 约束 ， 因 此 A 处 的 约束 反 力 垂直 向 上 ， 用 Fa 表示 ，C 处 的 约束 反 力 用 两 个 正 
交 分 力 Fc.  、Fc, 表 示 ， 整 体 的 受 力 如 图 1. 34(b) 所 示 。 

(2) 取出 杆 AB， A, BSD A BORAGE. dE D 处 有 绳索 约束 ， 且 杆 BC 为 二 力 杆 ， 因 
JE B 处 约束 反 力 沿 着 杆 BC 的 方向 ,而 A 处 的 约束 反 力 是 销 钉 A 对 AB 杆 的 作用 力 ， 可 用 
两 个 大 小 未 知 的 正 交 分 力 Fa Fai 表示 ， 其 受 力图 如 图 1. 34(c) 所 示 。 

G) 取出 杆 AC，A、O、C SAE BEA. A 处 有 销 钉 A 对 杆 AC 的 约束 反 力 ， 
大 小 未 知 的 两 个 力 Fh 、Fwz 表 示 。O 处 有 圆 盘 O 给 杆 AC 的 约束 反 力 Fo.、Fo,，C 处 
AET C 对 杆 AC 的 约束 反 力 Fea. Fors FF AC 的 受 力 图 如 图 1. 34(d) 所 示 。 

OD. 取 销 钉 A 为 研究 对 象 ，A MO BE EET A 有 约束 反 力 为 Fvs， 另 外销 名 
A 还 受到 杆 AC、AB 对 它 的 约束 ， 其 约束 反 力 可 以 根据 作用 和 反作用 定律 确定 ， 分 别 月 
Fas Faye. Fans Fay 如 图 1. 34(e) 所 示 。 

(5) 取 销 钉 C 为 研究 对 象 ， 销 钉 C SSE RSE. FAC. BCH EMAAR, E 
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AE BEE SRE ET C MAUR ABE Fo. Fo. FF BC 为 二 力 构件 ， 因 此 杆 BC 对 销 钉 C 
的 约 东 反 力 正念 沿 着 杆 BC 的 连 线 ， 方 向 与 杆 BC 对 杆 AB 的 约束 反 力 方向 相反 , FP AC 对 
IET C 的 约束 反 力 由 作用 和 反作用 定律 确定 ， 用 Foi. FoR. HET C 受 力 如 图 1.34 
(DER. 














思 考题 











1-1 某 刚体 上 作用 有 两 个 力 Fi. Fo H Fi 二 一 F,， 则 该 刚体 可 能 保持 何 种 状态 ? 

1-2 试 说 明 下 列 各 式 表 示 的 意义 有 何 区 别 : (DF =F; (DE — Fi (DHF FR 
FH FE. 

1-3 在 静 力 学 五 个 公理 和 两 个 推论 中 ， 哪 几 个 公理 和 推论 只 适合 于 刚体 ? 

1-4 悬挂 的 小 球 静 止 不 动 是 因为 小 球 对 绳 向 下 的 拉力 和 绳 对 小 球 向 上 的 拉力 互相 抵 
消 的 缘故 。 这 种 说 法 对 吗 ? 为 什么 ? 

1-5 若 作用 于 刚体 上 的 三 个 力 共 面 且 汇 交 于 盖 点 ， 则 刚体 一 定 平 衡 ， 反之 ， 若 作用 
于 刚体 上 三 个 力 共 面 ， 但 不 汇 交 于 一 点 ” 则 刚体 一 定 不 平衡 。 这 种 说 法 对 吗 ? 为 什么 ? 

1-6 试 指出 力 在 坐标 轴 上 的 分 为 与 力 的 投影 有 何 区别 ? 

1-7 [81.35 REDE, KA a. JI FW EC 作用 ， 试 计算 该 力 对 +、y、z 三 轴 
的 矩 。 

1-8 力 对 于 一 点 的 矩 不 因 力 沿 其 作用 线 滑 动 而 改变 。 这 种 说 法 对 吗 ? 为 什么 ? 

1-9 图 1.36 所 示 长 方形 刚体 ， 仅 受 二 力 偶 作 用 ， 已 知 其 力 偶 矩 满足 Mi 王 一 M ， 该 
长 方 体 是 否 平衡 ? 
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1-10 空间 两 力 偶 等 效 的 条 件 是 什么 ? 
1-11 空间 力 对 点 的 矩 在 任意 轴 上 的 投影 等 于 力 对 该 轴 的 矩 ， 这 种 说 法 对 吗 ? 为 什么 ? 


习 题 


1-1 画 出 图 1. 37 所 示 各 图 中 物体 A， 或 构件 ABC、AB、AC、CD 的 受 力图 。 图 中 
未 画 重力 的 各 物体 的 自重 不 计 ， 所 有 接触 处 均 为 光滑 接触 。 

1-2 画 出 如 图 1. 38 所 示 结 构 中 各 杆 件 的 受 力 图 与 系统 整体 的 受 力图 。 图 中 未 画 了 
力 的 各 杆 件 的 自重 不 计 ， 所 有 接触 处 均 为 光滑 接触 。 
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图 1.38 ( 续 ) 
1-3 长 方 体 三 边 长 a=l6cem, b— 15cm. c= 12cm. 如 图 1.39 所 示 。 已 知 力 正 大 小 
为 100N， 方 位 角 a—arctan 7 B=arctan i ， 试 写 册 力 下 的 矢量 表达 式 。 


1-4 WA 1.40 所 示 为 翻斗 车 上 翻斗 的 工作 示意 图 。BC 表示 液压 氏 ， 力 下 为 饶 中 活 
塞 作用 于 翻 半 上 的 力 : 试 求 力 下 对 点 A ZE 














图 1.39 图 1.40 


1-5 托 架 ABCD 在 Azy FHN. ABH BC. BCHEHCD. RW 1.41 所 示 ， 
A 处 为 固定 端 。 在 D 处 作用 一 力 。 它 在 与 y 轴 垂 直 的 平面 内 ， 与 铅 垂 线 夹 角 为 a。 试 求 
力 正 对 三 个 坐标 轴 之 矩 。 




















WEE) 


ul aeui 


1-6 如 图 1. 42 所 示 正 平行 六 面体 ABCD， 重 为 P=100N, WK AB=6em, AD= 
80cm。 今 将 其 斜 放 使 它 的 底面 与 水 平面 成 8 一 30* 角 ， 试 求 其 重力 对 楼 A 的 力矩 。 又 问 当 
8 等 于 多 大 时 ， 该 力矩 等 于 零 。 


























B] 1. 41 图 1.42 
1-7 如 图 1.43 Bras. AP PERMET NÉS A x E. AIUD AAR. HEH 
285 Orz PEAT. CL M, (OF) — —3600N * cms M. GF) —2020N * cm, RRA y 轴 之 矩 。 
1-8 图 示 弯 架 O 〇 处 为 固定 端 。 尽 寸 如 图 1.44 所 示 。 受 力 Fi —5kN. GEAR IE ff 
a 二 45"，F, 一 4kN，F; 一 6kN， 试 求 此 力 系 对 三 个 坐标 轴 y z 的 力矩 。 
1-9 如 图 1.45 所 示 , SR E XE A 的 力矩 。 








图 1.43 A 
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教学 目标 


本 章 介绍 汇 交 力 系 、 力 偶 系 、 任 意 力 系 的 简化 。 力 系 简化 理论 是 研究 静 力学 平衡 问题 
的 基础 ， 它 是 静 力学 的 重要 内 容 。 本 章 针对 各 种 力 系 的 特点 ， 研 究 力 系 的 简化 方法 ， 讨 论 
各 力 系 简化 结果 ; 并 从 平行 力 系 的 简化 结果 出 发 ， 导 出 物体 重心 的 计算 公式 ， 介 绍 求 重心 


的 方法 。 通 过 本 章 的 学 习 ， 应 达到 以 下 目标 。 


(1) 掌握 平面 与 空间 汇 交 力 系 、 力 偶 系 、 任 意 力 系 的 简化 方法 。 
(2) 掌握 平面 与 空间 汇 交 力 系 、 力 偶 系 、 任 意 力 系 的 简化 结果 。 


(D FREK, HEHEA. HAAHI. 





(4) 掌握 平行 力 系 的 简化 ， 熟 力求 重心 的 方法 。 
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在 工程 实际 问题 中 ,物体 的 受 力 情况 往往 比较 复杂 ,为 了 研究 力 系 对 物体 的 作用 
应 ， 或 讨论 物体 在 力 系 作用 下 的 平衡 规律 ， 需 要 将 力 系 进行 等 效 简化 。 力 系 简化 理论 也 是 
静 力 学 的 重要 内 容 。 

根据 力 系 中 诸 力 的 作用 线 在 空间 的 分 布 情况 ， 可 将 力 系 进行 分 类 。 力 的 作用 线 均 在 同 
一 平面 内 的 力 系 称 为 平面 力 系 ， 力 的 作用 线 为 空间 分 布 的 力 系 称 为 空间 力 系 ; 力 的 作用 线 
均 汇 交 于 同一 点 的 力 系 称 为 汇 交 力 系 ， 力 的 作用 线 互相 平行 的 力 系 称 为 平行 力 系 ， 若 组 成 
力 系 的 元 素 都 是 力 偶 ， 这 样 的 力 系 称 为 力 偶 系 ， 若 力 的 作用 线 的 分 布 是 任意 的 ， 既 不 相交 
于 一 点 ， 也 不 都 相互 平行 ， 这 样 的 力 系 称 为 任意 力 系 。 此 外 ， 若 诸 力 的 作用 线 均 在 同一 平 
面 内 且 汇 交 于 同一 点 的 力 系 称 为 平面 汇 交 力 系 , 照 此 类 推 ， 还 有 平面 力 偶 系 、 平 面 任意 力 
系 、 平 面 平行 力 系 以 及 空间 汇 交 力 系 、 空 间 力 偶 系 、 空 间 任意 力 系 、 空 间 平行 力 系 等 。 

以 下 分 别 讨论 各 种 力 系 的 简化 。 


| 2.1 汇 交 力 系 的 简化 









































2.1.1 几何 法 


设 汇 交 于 O 点 的 汇 交 力 系 由 于 个 力 玉 ， 末 ，…， 也 组成。 根据 力 的 三 角形 法 则 ,将 
各 力 依次 合成 ， 即 : Fi +P: = Fus Fr F3=Frs tt Fue F,— Fa. Fr 为 最 后 的 合 
成 结果 ， 即 原 力 系 的 合力 。 将 各 式 合并 ， 则 汇 交 力 系 合 力 的 矢量 表达 式 为 : 
FrR=F, +F; ++ +F, = XF; 

以 平面 汇 交 力 系 为 例 说 明 简化 过 程 ， 如 图 2. 1(a) 所 示 ， 作 用 在 刚体 上 的 4 个 力 Fi. 
F:, F; AF 汇 交 于 点 O， 如 图 2. 1(b) 所 示 。 为 求 出 通过 汇 交 点 O 的 合力 Fre， 连续 应 用 
力 三 角形 法 则 得 到 开口 的 力 多 边 形 abcde， 最 后 力 多 边 形 的 封闭 边 撩 量 ae 就 确定 了 合力 Fx 
的 大 小 和 方向 ， 这 种 通过 力 多 边 形 求 合力 的 方法 称 为 力 多 边 形 法 则 。 改 变 分 力 的 作 图 顺 
序 ， 力 多 边 形 改变 ， 如 图 2. 1(c) 所 示 ， 但 其 合力 Fr 不 变 。 


SO 


(a) 
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此 看 出 ， 汇 交 力 系 的 合成 结果 是 一 合力 ， 合 力 的 大 小 和 方向 由 各 力 的 矢量 和 确定 ， 
作用 线 通 过 汇 交 点 。 对 于 空间 汇 交 力 系 ， 按 照 力 多 边 形 法 则 ， 得 到 的 是 空间 力 多 边 形 。 














2.1.2 解析 法 


汇 交 力 系 各 力 F; 在 直角 坐标 系 中 的 解析 表达 式 为 ; 








F,=F,i+F,j+F.k (2.1) 
根据 合力 投影 定理 ， 由 式 (2. 1) 有 : 
Fae= OF 2) Fry= Fy) Fr= DFe (2.2) 

















合力 的 三 个 投影 可 得 到 汇 交 力 系 合力 的 大 小 和 方向 余弦 : 
Fg-—)/ Fie + FR, +F re 
Fre 


wm Fs sy FRy r 
cos( Fr: dF cos( FR: Dare cos( Fr. b= 于 | 


R 
也 可 将 合力 Fe 写成 解析 表达 式 : Fr=FritFrej Frk 


| 2.2 力 偶 系 的 简化 


若 刚体 上 作用 有 由 力 偶 矩 疼 Mi Mes rns M, 组 成 的 为 偶 系 ， 如 图 2. 2(a) 所 示 。 根 
据 力 偶 的 等 效 性 ， 保 持 每 个 力 偶 矩 矢 大 小 、 方 向 不 变 ' 可 以 将 各 力 偶 矩 天 平移 至 图 2. 2 
(b) 中 的 任 一 点 A， 而 不 会 改变 原 力 偶 系 对 刚体 的 作用 效果 ， 得 到 的 力 偶 系 与 2. 1 节 介绍 
的 汇 交 力 系 同属 汇 交 矢 量 系 ， 其 合成 方式 与 合成 结果 完全 类 同 。 由 此 可 知 ， 力 偶 系 合成 结 
ROS — 6718. AIER M 等 于 各 偶 矩 天 的 矢量 和 ， 即 ; 


(2. 3) 














(a) (b) 
图 2.2 
M 一 二 M (2.4) 
合力 偶 矩 矢 在 各 直角 标 轴 上 的 投影 分 别 为 : 
M,==M,,, M,—XM,.M.—XM. (2.5) 
合力 偶 和 矩 的 大 小 和 方向 余弦 分 别 为 : 
M= /M +M +M: 


cos(M, i)= 








| (2.6) 
M, SUM, _M. 
M cos( M. P= cos(M, p=%| 


WHEE) 


" I— 


或 将 合力 偶 矩 矢 用 解析 式 表示 为 : 
M=M,i+M,j 十 MK 
需要 说 明 的 是 ， 由 于 平面 力 偶 窍 是 代数 量 ， 对 平面 力 偶 系 M. M. ces M, GAS 
果 为 该 力 偶 系 所 在 平面 内 的 一 个 力 偶 ， 合 力 偶 矩 M 为 各 力 偶 矩 的 代数 和 。 
M="M, (2.7) 


| 2.3 任意 力 系 的 简化 


任意 力 系 不 是 汇 交 矢量 系 ， 因 而 不 能 像 汇 交 力 系 或 力 偶 系 那样 直接 求 矢量 和 得 到 最 终 
简化 结果 ， 但 我 们 可 以 将 各 力 的 作用 线 向 某 点 平移 得 到 汇 交 力 系 以 利用 前 面 已 得 到 的 结 
果 。 为 此 ， 这 里 先 介绍 力 线 平移 定理 。 






































2.3. 力 线 平移 定理 














于 作用 于 刚体 上 的 力 是 滑 移 矢量 而 不 是 自由 矢量 ， 如 果 将 作用 于 刚体 上 的 力 线 平 
移动 到 任 一 位 置 而 使 其 作用 效果 不 变 则 必须 依照 力 线 平移 定理 进行 。 
定理 : 可 以 把 作用 在 刚体 上 某 点 的 力 下 平移 到 任意 点 关 但 必须 同时 附加 一 个 力 偶 ， 这 
个 附加 力 偶 的 力 偶 矩 矢 等 于 原来 的 力 对 新 作用 点 的 力矩 矢量 。 这 称 为 力 线 平移 定理 。 
证 明 : 如 图 2.3(a) 所 示 下 为 作用 于 刚体 上 A 点 的 力 。 在 刚体 上 任 取 一 点 O， 并 在 O 
AMEI PRHE AME, Efl F—F——F UI 2.3(b)]。 根 据 加 减 平衡 力 系 公理 可 
Al. MEI ER CF FOF) GRD FBR. AMAR. F, FO np PNA FY 和 力 偶 
CF. FOR. JE., FORSE. 其 力 偶 矩 矢量 M 与 力 F 对 新 作用 点 O 的 力 
和 矩 矢量 Mo( 本 相等 ， 而 力 政 与 下 等 值 、 同 向 。 这 样 ， 已 将 力 正 由 作用 点 A 平移 到 了 新 作 
用 点 O， 在 平移 的 同时 ， 附 加 了 力 偶 矩 M 二 Mo(F) 的 附加 力 偶 [图 2. 3(c)]。 
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2.3.2. 空间 任意 力 系 向 任意 一 点 的 简化 


设 刚体 上 作用 空间 任意 力 系 BP. Fos oe ELSE 2.4(a)]。 根 据 力 线 平移 定理 ， 将 各 
力 平移 至 任意 的 指定 点 OL 图 2. 4(b)]， 得 到 与 原 力 系 等 效 的 两 个 力 系 : 汇 交 于 O 点 的 空 
间 汇 交 力 系 村， 形 ，…， 玫 和 力 偶 矩 矢 分 别 为 Mi ，M ，…，M, 的 附加 空间 力 偶 系 。 点 


OGHE// 
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O 称 为 简化 中 心 。 





图 2.4 


根据 前 面 的 讨论 可 知 ， 这 个 空间 汇 交 力 系 可 以 进一步 简化 为 作用 于 简化 中 心 的 一 个 力 
FR， 附 加 空间 力 偶 系 进一步 简化 则 得 到 一 合力 偶 Mo， 如 图 2.4(Cc) 所 示 。 

由 力 线 平移 定理 可 知 ， 空 间 汇 交 力 系 中 的 各 力 矢量 分 别 与 原 力 系 中 各 相应 的 力 矢量 相 等 ; 
Fi=F, F, =F, VS E,—F, 

所 得 附加 空间 力 偶 系 中 各 附加 力 偶 矩 矢量 分 别 与 原 力 系 中 各 相应 的 力 对 简化 中 心 的 力 
矩 矢量 相等 : 








M, =Mo(F,), M:=M5(F:), +, M, =Mo(F,) 

WA: 
F= DF, =F; (2.8) 
Mo= XM; —- XM&KEF.) (2.9) 
式 (2.8) 表 明 ， 矢量 Fk 等 于 原 力 系 中 各 力 矢 的 矢量 和 ， 将 Pe 称 为 原 力 系 的 主 矢量 ， 
fA PRE. AJER Mo 等 于 原 力 系 中 各 个 力 对 简化 中 心 O 点 的 力矩 的 矢量 和 ,将 Mo 

称 为 原 力 系 对 点 的 主 矩 。 

由 以 上 讨论 可 知 ， 空 间 任意 力 系 向 任 一 点 简化 ， 可 得 一 个 力 和 一 个 力 偶 。 这 个 力 的 大 
小 和 方向 等 于 该 力 系 的 主 和 撩 ,作用 线 通 过 简化 中 心 ; 这 个 力 偶 的 力 偶 矩 和 撩 等 于 该 力 系 对 简 
化 中 心 的 主 矩 。 并 且 主 矢 与 简化 中 心 的 位 置 无 关 ， 主 矩 则 一 般 与 简化 中 心 的 位 置 有 关 。 
在 实际 计算 中 ， 常 采用 解析 法 计算 主 矢 Feo ER Fe 的 大 小 为 : 





























Fr=/FZ+FRt+Fe (2.10) 
其 中 Fk, ，FR,，F&: 分 别 表示 主 和 撩 在 +、y、z 轴 上 的 投影 ， 可 由 下 式 求 得 ， 
FRMF., Fry=OUFy, Fe= DF: (2.11) 


ER Fe a. y. 轴 的 方向 余弦 分 别 为 : 





i AER s vy Fy cost, po E 
cos(Fk, D=EY, cos(Fr+ j) Fi cos. = Er (2.12) 
EHE Mo 的 大 小 为 : 
Mo / Me, +Mo, + Mo. (2.13) 











其 中 Mo,» Moy» Mo-4 ld 3B TE c. y. = EAB. oh POR: 
Mo, — [XMoG^ ]. — ÈM, (F;) 

Mo, =[=Mo(F;) ],==M, (F;) (2.14) 
Mo. = (Mo (F;) ]. 2 IM. CF;) 











e 


EWE Mo Hix, y. z WD AAD : 
M 


4 Mo. ^ Mo, : 
cos (Mo. D—Me cos( Mo. D= cos(Mo. Laan vial (2.15) 








2.3.3 空间 任意 力 系 的 简化 结果 


空间 任意 力 系 向 一 点 简化 后 ， 得 到 一 个 力 Fs 与 一 个 力 偶 Mo, 简化 的 最 后 结果 ， 可 
能 出 现下 列 四 种 情况 ， 即 : CL) FR=0, Mo#0; (2) FR~0, Mo=0; (3) Fr40, Mo40; 
(4)FR 一 0，Mo 一 0。 现 就 空间 任意 力 系 简 化 的 最 后 结果 分 别 讨论 如 下 。 

1. 空间 任意 力 系 简化 为 一 合力 偶 的 情形 

当空 间 任 意 力 系 向 任 一 点 简化 时 ,， 若 FR=0, MoA0, 这 时 得 一 与 原 任意 力 系 等 效 的 
合力 偶 ， 其 合力 偶 矩 矢 等 于 原 力 系 对 简化 中 心 的 主 矩 。 由 于 力 偶 矩 矢 是 自由 矢量 ， 与 矩 心 
的 位 置 无 关 ， 因 此 ， 在 这 种 情况 下 ， 主 和 矩 与 简化 中 心 的 位 置 无 关 。 

2. 空间 任意 力 系 简 化 为 一 合力 的 情形 

当空 间 任 意 力 系 向 任 一 点 简化 时 ， 若 主 笑 FRAO, Mo=0, iXHbf$— SERA ARE 
效 的 合力 ,合力 的 作用 线 通 过 简化 中 心 :@. 其 大 小 和 方向 与 原 力 系 的 主 拓 相同。 

当空 间 任 意 力 系 向 一 点 简化 结果 为 主 矢 FRAO. Mo#0; A Fk Mo. WE 2.5(a) 所 
示 。 这 时 ， 力 Fe 5718 Mo WAH Fa. Fe 在 同一 平面 内 ， 这 时 可 将 它们 进一步 
简化 ， 得 到 作用 于 点 O' 的 力 F&8， 此 力 与 原 力 系 等 效 , 即 为 原 力 系 的 合力 ， 其 大 小 和 方向 
与 原 力 系 的 主 矢 相同 ， 即 : 























Fr =Fr >ÐF; (2. 16) 
其 作用 线 离 简 化 中 心 O 的 距离 为 : 
— Mol 
d— FL (2. 17) 
Mo 
Fi Fe Fi 
o = = 
= g i p 2 
(a) (b) (c) 
图 2.5 


3. 空间 任意 力 系 简化 为 力 螺 旋 的 情形 

如 果 空间 任意 力 系 向 一 点 简化 后 ， 主 矢 和 主 矩 都 不 等 于 零 ， 且 Fk//Mo， 此 时 力 垂直 
于 力 偶 的 作用 面 ， 不 能 再 进一步 简化 ， 这 种 结果 称 为 力 螺旋 ， 如 图 2. 6 所 示 。 例 如 螺丝 刀 
拧 螺丝 时 ， 手 对 螺丝 刀 既 有 垂直 向 下 的 力 的 作用 .又 有 力 偶 矩 作用 .并 是 力 矢量 与 力 偶 矢 
量 的 平行 ， 这 就 是 力 螺旋 。 

力 螺旋 是 由 力 系 的 两 个 基本 要 素 力 与 力 偶 组 成 的 最 简单 的 力 系 ， 不 能 再 进一步 简化 。 
力 偶 的 转向 与 力 的 指向 符合 右手 螺旋 法 则 的 称 为 右 螺旋 [图 2. 6(a)]， 符 合 左手 螺旋 法 则 的 
称 为 左 螺旋 [图 2. 6(b)]， 力 螺旋 的 力作 用 线 称 为 该 力 螺 旋 的 中 心 轴 。 
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Mo 
| Fi 上 Fi | Fi 
< 
Mo 
(a) (b) 


图 2.6 

如 果 政 夫 0，Mo 夫 0， 且 两 者 既 不 平行 ， 又 不 垂直 ， 如 图 2.7(a) 所 示 。 此 时 可 将 Mo 
分 解 为 两 个 分 力 偶 M6 5 Mo. E. Mo// Fs. Mo LFs. WME 2. 70b» iz. WU Mo AP 进 
一 步 合成 为 下 。 由 于 力 偶 和 矩 矢 量 是 自由 矢量 ， 可 将 Mo 平移 至 FR 作用 线 上 ， 得 到 力 螺 
旋 ， 如 图 2. 7(c) 所 示 。 并 且 力 螺旋 的 中 心 轴 至 原 简化 中 心 0 的 距离 为 : 



































|Mo| . Mosiné 
d= (2.18) 
FR SER 
Mo 
» = | = 
Mó 
(ay (b) (c) 
2.7 


4. 空间 任意 力 系 平衡 的 情形 
当空 间 任 意 力 系 向 任 一 点 简化 时 ， 若 Fr 二 0，Mo 二 0， 这 是 空间 任意 力 系 平衡 的 情 
JE. 将 在 第 3 章 进行 详细 讨论 。 


2.3.4 平面 任意 力 系 的 简化 及 简化 结果 
平面 任意 力 系 可 视 为 空间 任意 力 系 的 一 种 特殊 情形 ,平面 任意 力 系 向 一 点 简化 的 结果 
仍 为 一 个 力 和 一 个 力 偶 (分 别 等 于 主 矢 Fk SEE Mo) 。 注 意 到 平面 情形 下 力 偶 矩 与 力 对 
点 之 和 矩 用 代数 量 表示 ， 此 时 力 系 不 可 能 简化 为 螺旋 。 所 以 ,平面 任意 力 系 简化 的 最 后 结果 
只 有 平衡 、 合 力 、 合 力 偶 三 种 情形 。 下 面 分 别 进行 讨论 。 

1. 平面 任意 力 系 简化 为 一 个 力 偶 的 情形 

当 平 面 任意 力 系 向 任 一 点 简化 时 ， 若 FR=0. MoA0. 得 一 与 原 力 系 等 效 的 合力 偶 ， 
其 力 偶 矩 等 于 原 力 系 对 简化 中 心 的 主 矩 ， 且 此 时 主 矩 与 简化 中 心 的 位 置 无 关 。 

2. 平面 任意 力 系 简化 为 一 个 合力 的 情形 

当 平 面 力 系 向 点 O 简化 时 ， 若 Fk 隆 0，Mo 一 0， 得 一 与 原 力 系 等 效 的 合力 Fe AH 
的 作用 线 通 过 简化 中 心 O。 
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车 FRA0, MoA0, WE 2. 8(20 rz. Ag Mo WITH Fr 和 Fk 表示 ， 且 
RA BAA 
作用 在 点 O' R7] Fe. WA 2. 8(c) 所 示 。 这 个 力 Fe 就 是 原 力 系 的 合力 ， 合 力 矢 等 于 主 矢 ， 
合力 的 作用 线 在 点 O 的 哪 一 侧 ， 需 根据 主 矢 和 主 矩 的 方向 确定 ， 合 力作 用 线 到 点 O 的 距 








Fk=Fr=— Fk, WA 2. 8(b) 。 于 是 可 将 作用 于 点 ON Fe MAT PR: 


























Bd, iR FRR: 





a Mo 
= 
R 
E) 7 
(a) (b) (c) 
2.8 


3. 平面 任意 力 系 平衡 的 情形 





(2.19 


) 


当 平 面 任意 力 系 向 任 一 点 简化 时 车 Fk 二 0，Mo 二 0， 此 时 力 系 平衡 ,将 在 第 3 章 详 





细 讨 论 。 


例 2.1 如 图 2.9(a) 所 示 , 长方体 上 受 3 个 大 小 相等 的 力 。 和 欲 使 力 系 简化 为 合力 ， 


方 体 边 长 4、5、c 应 满足 什么 条 件 ? 





图 2.9 


解 : ESRF SF, HHRH O AME ERER Fr MEE Mo. 





标 轴 上 的 投影 为 ，; 
FR. =F, Fp =F. Fe =F 
Fe=Frit+Frj +F rk = Fit Fj +Fk 
主 矩 Mo 在 坐标 轴 上 的 投影 为 : 
Ma =Fb—Fc=F(b—c) 
Mo, — — Fa 
Ma —0 
Mo=Mo.i +Mo,j Mak =F (b—c)i— Faj 
Fy 和 Mo 方向 如 图 2.9(b) 所 示 。 欲 使 原 力 系 简化 为 合力 ， 则 必 : 
FR * Mo—0. 得: 




















ER Fk 在 4 


Fx | Mo. 


= 





即 
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Fk * Mo=(Fi+Fj +Fk) * [F(b—c)i— Faj ]- F (b—c) — Fa—0 
从 而 得 : b=ate 
上 式 即 为 长 方 体 边 长 4*、5、c 应 满足 的 条 件 。 
例 2.2 GR F\=2kN. F;—2kN. F,—6 /2kKN， 三 力 分 别 作 用 在 边 长 为 4 二 2cm 的 
正方 形 OABC 的 C、O、B 三 点 上 ,a 二 45"， 如 图 2. 10(a) 所 示 ， 求 此 力 系 的 简化 结果 。 
解 : 取 O 〇 点 为 简化 中 心 ， 建 立 图 示 坐 标 系 Ory, JAWER: 
R= (DF, i+ CDF yj 
=(—F,+F;cosa)it(—F,+F;sina)j 
=4i+4j 





TAX O 点 的 主 矩 ， 
Mo — X Mo) =F, * a+F;sina * a—F; cosas à—4kN * cm 
力 系 向 O jg (iij e £5 SR Do lE JH A8 TKI — 1 7) Fi UJ 858 Jy Mo 的 一 个 力 偶 ， 
如 图 2. 10(b) 所 示 。 
力 系 还 可 进一步 简化 为 合力 ， 其 大 小 、 方 向 与 Fh 相同 ， 合 力作 用 线 离 简 化 中 心 O 点 
的 距离 : 
Mo 


d= 


a 
Fia /2 
力 系 简化 最 后 结果 如 图 2. 10 Ce BI o 


1 
=—=0. 71cm 
2 





(a) (b) (c) 


| 2.4 平行 力 系 的 简化 与 物体 的 重心 


2.4.1 平行 力 系 的 简化 


平行 力 系 是 任意 力 系 的 一 种 特殊 情形 ， 其 简化 结果 可 以 从 任意 力 系 的 简化 结果 直接 得 
到 。 根 据 力 线 平移 定理 ， 平 行 力 系 向 任 一 点 简化 时 ， 由 于 附加 力 偶 总 是 与 力 垂 直 ， 因 此 ， 
平行 力 系 向 一 点 O 简化 时 ， 主 矢 Fr SEH Mo 必然 是 互相 垂直 的 ， 即 FS * Mo=0, Br 
以 ， 平 行 力 系 简 化 的 最 后 结果 只 有 平衡 、 合 力 偶 和 合力 三 种 情形 。 平 行 力 系 向 一 点 O 简化 
WER Fk BEM Mo 可 表示 为 : 
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i 
" I— 
Mo= =Mo(F;)[ 


4 FRAO 时 ， 平 行 力 系 有 合力 Fe 一 Fg， 上 且 与 各 力 线 平行 ， 当 FR=0, Mo#0 Ht. 平 
行 力 系 简 化 为 合力 偶 ; 当 Fr=0, M=0 时 ， 平 行 力 系 平衡 。 


(2. 20) 


2.4.2 平行 力 系 的 中 心 


在 各 力 的 作用 点 均 已 知 的 情形 下 ， 不 仅 可 以 确定 合力 作用 线 方程 ， 还 可 以 求 出 合力 作 
用 点 的 具体 位 置 。 平 行 力 系 合力 作用 点 称 为 平行 力 系 中 心 。 在 图 ;2.11 所 示 的 平行 力 系 中 ， 
任 一 力 F; 作用 点 的 和 撩 径 为 r;, 合力 Fr 的 作用 点 C 的 矢 径 为 re。 根据 合力 矩 定理 ， 得 : 

rc X Feo Lr, XF,) (a) 

设 表示 力作 用 线 方向 的 单位 矢量 为 e， 则 : 

F.=F, +e, Fr=Free 
RARD 
CFgrc — S Er) Xe=0 (b) 
注意 到 e 为 非 零 的 单位 矢量 及 坐标 原点 的 任意 性 ， 
由 (b) 式 得 : 























Az 





(Fre UF ,r;) =0 Ce) 





所 以 
图 2.11 XFEr; Fri 
e Fe EE Ma 
式 (2. 21) 在 坐标 轴 上 投影 为 ; 
Px DFiyi DFiz; (2.22) 














Se Ry OS Dh 8759 XR 
这 就 是 平行 力 系 合 力作 用 点 即 平行 力 系 中 心 的 矢 径 方程 和 坐标 方程 。 这 两 组 方程 说 
明 ， 平 行 力 系 中 心 只 取决 于 各 力 的 代数 值 和 作用 点 的 位 置 ， 与 各 力作 用 线 的 方位 无 关 。 平 
行 力 系 中 心 是 平行 力 系 的 特征 ， 由 此 可 引出 物体 重心 的 概念 与 坐标 公式 。 
例 2.3 三 角形 分 布 荷载 作用 在 水 平 梁 AB 上， 如 
图 2. 12 所 示 。 最 大 荷载 强度 为 ww， 梁 长 /。 试 求 该 力 系 
的 合力 。 
解 : 先 求 合力 的 大 小 。 在 梁 上 距 A 端 为 x 处 取 一 微 
Beda. 其 上 作用 力 为 qdx， 由 图 2.12 可 知 : 





























Ps 
d^ [dm 





Li 
合力 大 小 : Fe = | gdz = dau 


图 2.12 
再 求 合力 作用 线 位 置 。 设 合力 Fr 的 作用 线 距 A 端的 距离 为 hn， 在 微 段 dz 上 的 作用 力 

















对 点 A 的 矩 为 zg “dz， 由 合力 矩 定理 ， 力 系 对 点 A 的 矩 : 


GEE/ 


RR Ai BE 
Frh = f qrdr 
代入 gq 和 Fr 的 值 ， 得 : 


r=2 


即 合力 大 小 等 于 三 角形 分 布 荷载 的 面积 ， 合 力作 用 线 通 过 三 角形 的 几何 中 心 。 
2.4.3 物体 的 重心 


在 工程 技术 和 日 常生 活 中 ， 空 间 分 布 的 平行 力 系 是 经 常 遇 到 的 ,例如 流体 对 于 固定 面 
的 压力 及 物体 所 受 的 重力 等 。 在 研究 这 种 力 系 对 于 物体 的 作用 时 .不 但 应 知道 力 系 合力 的 
大 小 ， 而 且 还 应 求 出 合力 的 作用 点 ， 这 个 作用 点 就 是 平行 力 系 中 心 : 物体 的 重心 是 平行 力 
系 中 心 的 一 个 很 重要 的 特例 。 重 力 是 地 球 对 于 物体 的 引力 ， 如 果 将 物体 视 为 由 无 数 个 质点 
组 成 ,那么 质点 的 重力 便 组 成 空间 平行 力 系 ， 这 力 系 的 合力 就 是 物体 的 重量 。 不 论 物 体 如 
何 放 置 ， 其 重力 的 合力 作用 线 相对 于 物体 总 是 通过 一 个 确定 的 点 ， 这 个 点 称 为 物体 的 重 
。 重 心 的 位 置 在 工程 中 有 重要 意义 ， 例 如 要 使 起 重 机 保持 稳定 ， 其 重心 的 位 置 应 满足 一 
定 的 条 件 ， 《机 、 轮 船 及 车 辆 等 和 运动 稳定 性 也 与 重心 的 位 置 有 密切 的 关系 。 
设 物体 由 若干 部 分 组 成 ， 其 第 部 分 重力 为 P;， 作 用 点 (微小 部 分 位 置 ) 的 坐标 为 
ec res se hbar 
Px DPiyi 












































» 
ve TP, ’ ye XP, "EC Sp, (2. 23) 
如 果 物 体 是 均 质 的 , IRCO. 23) 可 得 : 
Jew jw ls dV 
Xe + c vo zc (2. 24) 


式 中 V 为 物体 的 体积 。 mov 位 置 完全 取决 于 物体 的 几何 形状 ， 而 与 物 
体 的 重量 无 关 。 这 时 物体 的 重心 就 是 物体 几何 形状 的 中 心 一 一 形 心 。 





2.4.4 确定 物体 重心 的 方法 


l. 简单 几何 形状 物体 的 重心 

均 质 简单 几何 形状 物体 的 重心 一 般 可 通过 积分 求 得 。 工程 上 常见 形状 的 重心 位 置 均 可 
通过 工程 手册 查 出 。 

2. 组 合 形体 的 重心 

如 果 物 体 的 形状 比较 复杂 ， 可 用 组 合法 求 其 重心 。 此 法 即将 复杂 形状 物体 分 割 成 几 个 
形状 简单 的 物体 ， 每 个 简单 形状 物体 的 重心 是 已 知 的 ， 可 由 重心 坐标 公式 (2. 23) 求 出 整个 
物体 的 重心 。 例 如 平面 组 合 图 形 的 形 心 坐 标 可 类 似 地 推出 为 : 


















































Aizi 十 Asz 十 … 十 Auz， Aw 
te AFA, + FA, el 
: > (2. 25) 
Ayı Ay AL, Zao | 
X7 AFA FFA, DA; 
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其 中 x;、y; 是 面积 A; 的 形 心 坐标 。 如 图 形 中 缺少 一 块 面积 时 ， 则 该 面积 应 取 负 值 。 
例 2.4 已 知 R=10cm, r—1.7cm. b=1. 3cm。 求 图 2. 13 所 示 振 动 器 偏心 块 的 重心 。 
解 : 用 组 合法 求 重 心 。 偏 心 块 可 看 做 由 三 部 分 组 成 : 半径 为 R 的 半圆 S ， 半 径 为 r 十 b 的 

半圆 S 和 半径 为 7 的 圆 孔 S;， 其 中 国 孔 S. 取 负 面积 。 由 对 称 性 ， 偏 心 块 重心 坐标 zc 一 0。 
分 别 求 出 三 部 分 简单 形体 的 面积 及 y 坐标 。 























A=" =157. lcm? 
A= 一 14. aen? 
2 2 . 
A; =— nr — —9. 079cm* 
yı -分 =4 244cm 
CHE. 
2.13 Sx 1. 273cm 
$00 
偏心 块 重心 的 y 坐标 : 
MA; 157.1X4.244--14. 14% (—1: 273) —9. 0790 4. 001cm 














Jc YA, 157. 1-14, 14— 9. 079 

偏心 块 重心 坐标 为 (0，4. 001cm)。 

3. 实验 方法 测 重心 位 置 

对 于 形状 更 为 复杂 而 不 便于 用 公式 计算 或 不 均 质 物体 的 重心 位 置 ， 常 用 实验 方法 测 
定 。 另 外 ， 虽然 设 计时 已 计算 出 重心 ,但 加 工 制造 后 还 需 用 实验 法 检验 。 常 用 的 实验 方法 
有 以 下 两 种 。 

1) 悬挂 法 

对 于 平板 形 物 体 或 具有 对 称 面 的 薄 零 件 ， 可 将 该 物体 
先 悬 挂 在 任 一 点 A， 如 图 2. 14(a) 所 示 ， 根 据 二 力 平 衡 条 
件 ， 重 心 必 在 过 悬挂 点 的 铅 直线 上 ， 于 是 可 在 板 上 画 出 此 
线 ; 然后 再 将 板 悬 挂 于 另 一 点 B， 同 样 可 画 出 另 一 直线 ， 
两 直线 相交 于 点 C， 这 点 就 是 重心 ， 如 图 2. 14(b) 所 示 。 

2) 称 重 法 

下 面 以 汽车 为 例 ， 简 述 测定 重心 的 方法 。 

如 图 2. 15 所 示 ， 首 先 称 量 出 汽车 的 重量 P， 测 量 出 前 后 
轮 距 /和 和 车轮 半径 r。 设 汽车 是 左右 对 称 的 ， 则 重心 必 在 对 图 2.14 
称 面 内 ， 只 需 测定 重心 距 地 面 的 高 度 zc 和 距 后 轮 的 距离 xc。 

为 了 测定 xc， 将 汽车 后 轮 放 在 地 面 上 ， 前 轮 放 在 磅 秤 上 ， 车 身 保 持 水 平 ， 如 图 2. 15(a) 
所 示 。 这 时 磅 秤 上 的 读数 为 Fl 。 因 车 身 是 平衡 的 ， 故 : 

Pzxce=Fyl 


























于 是 得 : 
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欲 测定 xc， 需 将 车 后 轮 抬 高 到 任意 高 度 H. WA 2. 15(b) 所 示 ， 这 时 磅 秤 读数 为 Fo 
同 理 得 : 








由 图 中 的 几何 关系 知 : 


LH: 





/ , X ; H 
l'—lcosa. xc7—axccosad^hsina. sina 7. cosa= 


l 
Fep h AEG EGK EAE. RU 
h—zc—r 
把 以 上 各 关系 式 代入 式 中 ,经 整理 后 即 得 计算 高 度 zc 的 公式 ， 即 
«arth : $ /F—H* 


l 


mo 题 


2-1 力 在 正 交 坐 标 轴 上 的 投影 与 力 沿 这 两 个 轴 的 分 力 有 何 区 别 ” 义 有 何 关系 ? 
2-2 力 在 空间 直角 坐标 轴 上 的 投影 和 此 力 沿 该 坐标 轴 的 分 力 有 何 区 别 和 联系 ? 
2-3 ”两 根 电线 杆 之 间 的 电线 总 是 下 垂 ， 能 否 把 电线 拉 成 直线 ? 输电 线 跨度 1 相同 时 ， 

电线 下 垂 九 越 小 ， 电 线 越 易于 被 拉 断 ， 为 什么 ? 
2-4 有 人 说 ; 作用 于 刚体 上 的 平面 力 系 ， 若 其 力 多 边 形 自行 封闭 ， 则 此 刚体 静止 不 

动 。 试 问 这 种 说 法 是 否 正确 ? 为 什么 ? 
2-5 如 果 力 正 与 y 轴 的 夹 角 为 8， 问 在 什么 情况 下 此 力 在 = 轴 上 的 投影 为 下 .一 

Fsin8， 并 求 该 力 在 z 轴 上 的 投影 。 

2-6 平面 一 般 力 系 向 平面 内 某 一 点 简化 得 到 一 个 合力 ， 若 选择 另外 一 点 作为 力 系 的 
简化 中 心 ， 则 此 力 系 能 否 简化 为 一 个 力 偶 ? 
2-7 ” 某 平面 力 系 向 A、B 两 点 简化 的 主 矩 都 为 零 ， 此 力 系 简化 的 最 终结 果 可 能 是 一 

个 力 吗 ?可 能 是 一 个 力 偶 吗 ”可 能 平衡 吗 ? 

2-8 平面 一 般 力 系 向 其 平面 内 任 一 点 简化 ， 若 简化 结果 都 相同 ， 此 力 系 简化 的 最 终 
结果 可 能 是 什么 ? 车 简化 结果 主 矩 恒 等 于 零 ， 则 该 力 系 为 何 力 系 ? 
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2-9 位 于 两 相交 平面 内 的 两 力 偶 能 否 等 效 ， 能 否 组 成 平衡 力 系 ? 

2-10 为 什么 说 力 偶 矩 矢 是 自由 矢量 ? 力矩 和 撩 是 自由 矢量 吗 ? 试 说 明 其 理由 。 

2-11 如 图 2. 16 RZE. EH AC ETERI—JI F. "iREPBBEA. B. CHAR 
反 力 时 ， 能 否 按 力 的 平移 定理 将 它 移 到 构件 BC 上 [图 2. 16(b)]? 为 什么 ? 


























F 
M=FI 








(b) 
图 2. 16 
2-12 在 边 长 为 a 的 正六 面体 上 作用 有 三 个 力 ， 如 图 2.17 所 示 ， 已 知 : Fi =6kN, 
二 2kN，F; 二 4kN。 试 求 各 力 在 三 个 坐标 轴 上 的 投影 。 
2-13 如 图 2.18 所 示 , 已 知 六 面体 尺寸 为 400mm X 300mm X 300mm， 正 面 有 力 
下 二 100kN， 中 间 有 力 F, 二 200kN， 巴 面 有 力 偶 M=20N * m 作用 。 试 求 各 力 及 力 偶 对 z 
轴 之 矩 的 和 。 





图 2.17 图 2.18 


2-1 求 图 2. 19 所 示 平 面 力 偶 系 的 合成 结果 , 已 知 Fi=F,=10N, F,=F,=20N, 
本 二 F; 二 30N， 图 中 长 度 单位 为 m. 

2-2 如 图 2.20 Br. 一 绞盘 有 3 个 等 长 的 柄 ,长 度 为 :/， 其 间 夹 角 均 为 120"， 每 个 
柄 端 各 作用 一 垂直 于 柄 的 力 F. BOR: (1) 该 力 系 向 中 心 点 O 简化 的 结果 ; (2) 该 力 系 向 
BC 连 线 的 中 点 DD 简化 的 结果 。 这 两 个 结果 说 明 什么 问题 ? 
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BE 2.19 B 2.20 


2-3 将 图 2.21 所 示 平 面 任意 力 系 向 点 O 〇 简化 ， 并 求 力 系 合力 的 大 小 及 其 与 原点 O W 
距离 d. 已 知 Fl 二 150N，F, 二 200N，F 二 300N， 力 偶 的 臂 等 于 8cm， 力 偶 的 力 F 王 200N。 

2-4 在 平板 上 作用 4 个 力 : F\=35N, F:—35N, F,—30N. F,—25N. 4718007; 
向 和 作用 位 置 如 图 2. 22 所 示 。 求 力 系 的 合 为 。 








RAY 











2.21 2. 22 


2-5 沿 着 直 三 棱 边 作用 5 个 力 ， 如 图 2. 23 所 示 。 EA F =F =F, =F;=F, F= 
/2F, OA—OC-a. OB=2a. WHJ Afi tt. 

2-6 HAP F,—100N, F,=300N, F.—200N. 各 力作 用 线 的 位 置 如 图 2. 24 所 示 。 
试 将 力 系 向 原点 O 简化 。 
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2-7 FAIA 




















5 个 力 组 成 ， 力 的 大 小 和 作用 线 的 位 置 如 


的 单位 为 cm。 求 平行 力 系 的 合力 。 
2-8 如 图 2.26 所 示 力 系 中 Fl 二 100N, F,=F,;=100 /2N, F,=300N, a=2m, iX 


求 此 力 系 简化 结果 。 
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图 2. 25 Bras. 


图 








DE 





ly 





a 5 


力 系 的 平衡 


教学 目标 


本 章 介 绍 各 力 系 平衡 条 件 和 平衡 方程 ， 讨 论 物体 与 物体 系 平衡 问题 的 求解 以 及 简单 析 
架 的 杆 件 内 力 的 计算 。 力 系 的 平衡 是 静 力 学 的 重点 内 容 ， 本 章 根据 各 种 力 系 的 简化 结果 ， 
导出 平衡 条 件 ， 进 而 得 到 各 种 力 系 的 平衡 方程 ， 并 应 用 平衡 方程 求解 物体 与 物体 系 的 平衡 
问题 。 通 过 本 章 的 学 习 ， 应 达到 以 下 目标 。 

(1) 掌握 各 种 力 系 的 平衡 条 件 和 平衡 方程 。 

(2) 掌握 物体 与 物体 系 平衡 问题 的 求解 。 

(3) 理解 静 定 与 静 不 定 的 概念 ， 并 能 判断 物体 系统 的 静 定 与 静 不 定 。 


教学 要 求 








知识 要 点 能 力 要 求 相关 知识 
各 种 iex 
at 的 平衡 条 件 和 平衡 | D 室 间 各 力 系 的 平衡 条 件 和 平衡 方程 
EERE | (2) 平面 各 力 系 的 平 衡 条 件 和 平衡 方程 





(1) 掌握 单个 物体 平衡 问题 的 求解 à 

| D Ae Ae Su {0 Erei TENA 

Bo PALAI | 断 物体 系统 的 静 定 与 静 不 (3) REE BL 
(3) 掌握 物体 系 平 街 问 题 的 求解 i 








m 











e 
È asas 


空间 力 系 、 平 面 力 系 、 平 衡 条 件 、 平 衡 方程 、 平 衡 问题 、 单 个 物体 、 物 体系 、 静 定 、 


静 不 定 


| 3.1 力 系 的 平衡 条 件 与 平衡 方程 


3.1.1 空间 力 系 的 平衡 条 件 与 平衡 方程 


l. 空间 任意 力 系 的 平衡 条 件 与 平衡 方程 






主 矩 均等 于 零 。 即 














FREEO 
Mo=0| 
式 (2.8) 与 式 (2.9)， 力 系 的 平衡 条 件 (3. 1) 可 改写 为 
MF,—0 | 
XMoG,;)-—0 


将 式 (3.1) 用 直角 坐标 系 中 的 投影 式 写 出 ,根据 式 (2. 100, 
式 (2. 14), 即 得 到 空间 任意 力 系 的 平衡 方程 为 








=F,=0 
DF,=0 
MF.—0 
MM,G)-0 
=M, (F)=0 
=M.(F)=0 


SERA RT LEAR. AER AE A BAA: 力 系 的 主 矢 和 





(3.1) 


(3. 2) 


式 (2.11)、 式 (2. 13) 5 


(3.3) 





这 就 是 空间 力 系 平衡 方程 的 基本 形式 。 上 式 表 明 : 在 空间 任意 力 系 作用 下 刚体 平衡 的 
充 要 条 件 是 ， 力 系 中 所 有 各 力 在 三 个 坐标 轴 上 投影 的 代数 和 均等 于 零 ， 力 系 中 各 力 对 此 三 





轴 之 矩 的 代数 和 也 分 别 等 于 零 。 
方程 组 (3. 3) 的 6 个 方程 是 相互 独立 的 ， 它 可 以 求解 6 个 未 入 





力矩 方程 ， 称 为 三 矩 式 。 应 当 指出 ， 列 平衡 方程 时 投影 轴 和 力 矩 








量 。 该 方程 组 中 有 3 个 
可 以 任意 选取 ， 在 解决 


实际 问题 时 适当 选择 力矩 轴 和 投影 轴 可 以 简化 计算 ， 尤 其 是 研究 复杂 系统 的 平衡 问题 时 ， 
往往 要 解 多 个 联 立方 程 。 因 此 为 了 简化 运算 ， 力 系 平衡 方程 组 中 的 力 的 投影 方程 可 以 部 分 
或 全 部 地 用 力矩 方程 营 代 ， 得 到 平衡 方程 的 四 矩 式 、 五 矩 式 、 六 乍 式 。 但 必须 注意 每 取 一 
个 研究 对 象 ， 方 程 的 总 数 不 能 超出 6 个 ， 所 列 方程 必须 是 相对 独立 的 平衡 方程 。 
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2. 其 他 空间 力 系 的 平衡 方程 

空间 任意 力 系 是 力 系 的 最 一 般 情况 ， 其 他 各 种 力 系 都 可 以 看 成 是 它 的 特例 ， 因 此 ， 可 
从 空间 任意 力 系 的 平衡 方程 推导 出 其 他 各 种 力 系 的 平衡 方程 。 

1) 空间 汇 交 力 系 的 平衡 方程 

在 空间 汇 交 力 系 中 ,将 简化 中 心 O 选 在 力 系 的 汇 交 点 上 ， 则 方程 (3. 2) 中 的 3 个 力矩 
方程 将 恒 等 于 零 ， 于 是 有 3 个 独立 的 平衡 方程 
































=F, gi 
XF,=0 (3. 4) 
ee 
2) 空间 平行 力 系 的 平衡 方程 
设 力 系 平行 于 = 轴 ， 则 得 到 3 个 独立 的 平衡 方程 为 
YF.=0 
XM, (F)=0 (3. 5) 
MM,G)-—0 
此 外 ， 空 间 平 行 力 系 的 平衡 方程 还 可 以 写成 3 个 力矩 方程 的 形式 。 
3) 空间 力 偶 系 的 平衡 方程 
根据 空间 力 偶 系 的 简化 结果 ， 其 3 个 独立 的 平衡 方程 为 
=M, XI 
XM, 50% (3.6) 
XM.-0 


3.1.2. 平面 力 系 的 平衡 条 件 与 平衡 方程 


l. 平面 任意 力 系 的 平衡 条 件 与 平衡 方程 
根据 平面 任意 力 系 的 简化 结果 ,平面 任意 力 系 平衡 的 必要 和 充分 条 件 是 : 力 系 的 主 矢 
和 力 系 对 其 作用 面 内 任 一 点 的 主 矩 都 等 于 零 ， 即 


























a | (3.7) 
Mo=0 
从 而 得 到 平面 任意 力 系 的 平衡 方程 的 基本 形式 为 
=F,=0 | 
MF,—0 (3.8) 
SM, (i) o) 


式 (3.8) 中 有 3 PIPESE. AA A I SA 667; eK 
a Fas. h FREMME eT EE. 因此， 在 实际 解 题 时 ， 为 了 简化 计算 ， 
平衡 方程 组 中 的 力 的 投影 方程 可 以 部 分 或 全 部 地 用 力矩 方程 替代 ， 从 而 得 到 平面 任意 力 系 
平衡 方程 的 二 矩 式 、 三 矩 式 。 





SSE 


r I 








D ZER 
平面 任意 力 系 的 二 力矩 形式 的 平衡 方程 为 
| 
Mp (F)=0 (3. 9) 














其 中 点 A 和 点 B 是 平面 内 任意 两 点 , 但 连 线 AB 必须 不 垂直 于 投影 轴 xz 轴 。 这 是 因 
为 平面 任意 力 系 向 已 知 点 简化 只 可 能 有 3 种 结果 : 合力 、 合 力 偶 或 平衡 。 力 系 既然 满足 平 
衡 方 程 之 MA(CF) 王 0， 则 表明 力 系 不 可 能 简化 为 一 力 偶 ， 只 可 能 是 作用 线 通 过 A 点 的 一 合 
力 或 平衡 。 同 理 ， 如 果 力 系 又 满足 方程 立 MzCF) 王 0， 则 可 以 断定 ， 
该 力 系 合成 结果 为 经 过 A、 两 点 的 一 个 合力 或 平衡 。 但 当 力 系 又 满 
JP EMF, —0. MERAB REHAT 轴 ; 显然 力 系 不 可 能 有 合力 ， 
如 图 3. 1 所 示 。 这 就 表明 ， 只 要 适合 以 上 三 个 方程 及 连 线 AB 不 垂直 
于 投影 轴 的 附加 条 件 ， 则 力 系 必 平 衡 。 
2) =E 
831 平面 任意 力 系 的 三 为 矩形 式 的 平衡 方程 为 
| 
SM; (F)=0 > (3. 10) 
IMALI 
其 中 A、B、C 三 点 不 能 共 线 。 其 原因 读者 可 自行 论证 。 
2. 其 他 平面 力 系 的 平衡 方程 
其 他 平面 力 系 可 视 为 平面 任意 力 系 的 特例 ， 其 平衡 方程 可 由 平面 任意 力 系 的 平衡 方程 
得 到 。 
1) 平面 汇 交 力 系 
对 汇 交 点 建立 力矩 方程 ， 忆 Mo(E) 王 0 自然 成 立 ， 则 平面 汇 交 力 系 有 2 个 独立 的 平衡 
方程 

















SF,=0 
XF,-o (3.11) 


即 平面 汇 交 力 系 平衡 的 必要 和 充分 的 解析 条 件 是 : 力 系 中 所 有 各 力 在 两 个 坐标 轴 中 每 

一 轴 上 的 投影 的 代数 和 等 于 零 。 

如 果 对 作用 于 刚体 上 的 平面 汇 交 力 系 用 力 的 多 边 形 法 则 合成 时 ， 那 么 各 力 矢 所 构成 的 力 

多 边 形 恰好 封闭 ， 即 第 一 个 力 矢 的 起 点 与 最 末 一 个 力 矢 的 终点 恰好 重合 而 构成 一 个 自行 封闭 

的 力 多 边 形 ， 这 表示 力 系 的 合力 Fe 等 于 零 ， 该 力 系 为 一 平衡 力 系 ， 反 之 ， 要 使 平面 汇 交 力 

系 成 为 平衡 力 系 ， 它 的 合力 必须 为 零 ， 即 力 多 边 形 自 行 封 闭 。 由 此 可 知 ， 平 面 汇 交 力 系 平衡 
的 几何 条 件 ( 充 要 条 件 ) 是 : 力 系 中 力 矢 构成 的 力 多 边 形 自行 封闭 。 以 矢量 式 表示 为 

Fr 一 0 或 UF, =0 





















































2) 平面 平行 力 系 
当 平面 平行 力 系 的 主 矢 和 主 矩 同时 等 于 零 时 ， 该 力 系 处 于 平衡 。 选 工 轴 与 力 系 平行 ， 


GEE// 
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则 得 到 2 个 独立 的 平衡 方程 为 





XF,—-0 

Mo (F)=0 

由 此 可 知 ， 平 面 平行 力 系 平衡 的 必要 与 充分 条 件 是 : 力 系 中 所 有 各 力 的 代数 和 等 于 
零 ， 各 力 对 于 平面 内 任 一 点 之 矩 的 代数 和 也 等 于 零 。 

平行 力 系 只 有 两 个 独立 的 平衡 方程 ， 除 上 面 的 一 矩 式 外 ， 还 可 写成 如 下 的 二 力矩 


(3. 12) 


T 











平 


形式 





E 

















XM, (F)=0 
Mz (F)=0 
其 中 A、B 两 点 连 线 必须 不 与 各 力 的 作用 线 平行 。 
3) 平面 力 偶 系 
平面 力 偶 系 平衡 的 必要 与 充分 条 件 是 : 力 偶 中 各 力 偶 算 的 代数 和 等 于 零 ， 即 只 有 1 个 
独立 的 平衡 方程 


(3.13) 





XM,—0 (3. 14) 


| 3.2 力 系 平衡 问题 的 求解 


3.2.1 单个 物体 的 平衡 问题 


受到 约束 的 物体 ， 在 外 力 的 作用 下 处 于 平衡 ， 应 用 力 系 的 平衡 方程 可 以 求 出 未 知 反 
力 。 求 解 过 程 按照 以 下 步骤 进行 : 

(1) 根据 题 意 选取 研究 对 象 ， 取 出 分 离 体 。 

(2) 分 析 研 究 对 象 的 受 力 情况 ， 正确 地 在 分 离 体 上 夯 出 受 力图 。 

(3) 应 用 平衡 方程 求解 未 知 量 。 应 当 注意 判断 所 选取 的 研究 对 象 受到 何 种 力 系 作用 ， 
所 列 出 的 方程 个 数 不 能 多 于 该 种 力 系 的 独立 平衡 方程 个 数 ， 并 注意 列 方程 时 力求 一 个 方程 
中 只 出 现 一 个 未 知 量 ， 尽 量 避 免 解 联 立方 程 。 

例 3.1 悬臂 梁 AB KL, A 端 为 固定 端 ， 如 图 3. 2(a) 所 示 ， 已 知 均 布 荷载 的 集 度 为 
q， 不 计 梁 自重 , 求 固定 端 A 的 约束 反 力 。 

解 : 取 AB 梁 为 研究 对 象 ， 其 受 力 图 如 图 3. 2(b) 所 示 ，AB 梁 受 平面 任意 力 系 作用 ， 
列 平衡 方程 : 


























WEEE) 


| 
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平衡 方程 解 得 的 结果 均 为 正 值 ， 说 明 图 3. 2(b) 中 所 设 约束 反 力 的 方向 均 与 实际 方向 
相同 。 




















(b) 
图 3.2 


例 3.2 如 图 3.3(a) 所 示 ， 压路机 的 碾子 重 了 二 20kN， 半 径 r 二 60cm。 欲 将 此 碾子 拉 
过 高 二 8cm 的 障碍 物 ， 在 其 中 心 O 作 用 一 水 平 拉力 ， 求 此 拉力 的 大 小 和 碾子 对 障碍 物 
压力 。 

解 : 选 碾 子 为 研究 对 象 碾子 在 重力 P、 地 面 支承 力 FNw、 水 平 拉力 和 障碍 物 的 支 
反 力 Fx 的 作用 下 处 于 平衡 ,如 图 3. 3(b) 所 示 ， 这 是 二 个 平面 汇 交 力 系 ， 各 力 汇 将 


FO 
点 ， 当 碾子 刚 离 开 地 面 时 ,Fw 二 0， DUI FD. AETR E RNE. 

















列 平衡 方程 ， 得 


MFE,—0. Fxscosa—P=0 














P P. 
解 得 Fyp= Cos 

中 cosa— =0. 866 
因此 Fxs=23. 1kN 





MF,—0. Fwssing—F=0 
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解 得 F=Fyzsina=Ptana 

其 中 tana 2 070^ —0, 577 

因此 F=11. 5kN 

对 于 汇 交 力 系 的 平衡 问题 ,还 可 以 用 几何 法 求解 。 即 根据 平面 汇 交 





力 系 平衡 的 必要 和 充分 条 件 : 该 力 系 的 合力 等 于 零 ， 按 照 各 力 矢 依次 首 
尾 相 接 的 规则 ， 可 以 作出 一 个 封闭 的 力 多 边 形 ， 根 据 力 多 形 图 形 的 几何 P 
关系 ， 用 三 角 公式 计算 出 所 要 求 的 未 知 量 ， 也 可 以 根据 按 比例 画 出 的 封 
闭 的 力 多 边 形 ， 用 直 尺 和 量 角 器 在 图 上 量 得 所 要 求 的 未 知 量 。 在 本 例 中 ， 
封闭 的 边 多 边 形 如 图 3.4 所 示 ， 根 据 图 形 的 几何 关系 ， 有 

下 一 Ptana 一 11. 5kN F 








Fa = 23. 1kN 


由 作用 力 和 反作用 力 关 系 可 知 ， 碾 子 对 障碍 物 的 不 为 也 等 于 23. 1kN。 

例 3.3 如 图 3.5(a)， 均 质 梯子 AB 长 24, 重 P，A、B 处 均 光 滑 面 接触 ， 人 站 在 玉 
lb. 重 为 Q, 角 a、B 及 尺寸 5 均 为 已 知 ; WRA, OB 处 的 约束 反 力 。 

解 : 取 梯 子 和 人 一 起 作为 研究 对 象 、 主 动力 有 P. Q. A. B 处 为 光滑 面 约 束 ,，D 处 为 
绳索 约束 ， 受 力 如 图 3. 5(b) 所 示 ,“ 列 平衡 方程 : 

EMx« (F) +0. \Pacosa+Q(2a—b) cosa Fr * h—0 
其 中 h=2asin(a—P) 
解 得 

















{P ida, cosa 
Fr- (545 a)na D 








EM, (F)=0, —Fw * 2asina+Fr * 2acosasinB+ P * acosa+Q(2a—b) cosa=0 


— {P , 2a—b,\ cosficosa 
Fu-( ^. hina 











XF,—0. F4 —P—Q- Frsing—0 








解 得 ， Rater tH lane 


2a 





WEEE) 


Pe 


3.2.2. 物 系 平衡 一 静 定 问题 与 超 静 定 问题 


在 工程 实际 问题 中 ， 往 往 遇 到 由 多 个 物体 通过 适当 的 约束 相互 连接 而 成 的 系统 ， 这 种 
系统 称 为 物体 系统 ， 简 称 物 系 。 

当 物 系 平衡 时 ， 组 成 该 系统 的 每 一 个 物体 都 处 于 平衡 状态 ， 若 取 每 一 个 物体 为 分 离 
体 ， 则 作用 于 其 上 的 力 系 的 独立 平衡 方程 数目 是 一 定 的 ， 可 求解 的 未 知 量 的 个 数 也 是 一 定 
的 。 当 系统 中 的 未 知 量 的 数目 等 于 独立 平衡 方程 的 数目 时 ， 则 所 有 的 未 知 量 都 能 由 平衡 方 
程 求 出 ， 这 样 的 问题 称 为 静 定 问题 。 在 工程 结构 中 ， 有 时 为 了 提高 结构 的 刚度 和 可 靠 性 ， 
常常 增加 多 余 的 约束 ,使 得 结构 中 未 知 量 的 数目 多 于 独立 平衡 方程 的 数目 ， 仅 通过 静 力 学 
平衡 方程 不 能 完全 确定 这 些 未 知 量 ， 这 种 问题 称 为 超 静 定 问题 。 系统 未 知 量 数目 与 独立 平 
衡 方 程 数目 的 差 称 为 超 静 定 次 数 。 

应 当 指出 的 是 ， 这 里 说 的 静 定 与 超 静 定 问题 ， 是 对 整个 系统 而 言 的 。 若 从 该 系统 中 取 
出 一 分 离 体 ， 它 的 未 知 量 的 数目 多 于 它 的 独立 平衡 方程 的 数目 ， 并 不 能 说 明 该 系统 就 是 超 
静 定 问题 ， 而 要 分 析 整 个 系统 的 未 知 量 数目 和 独立 平衡 方程 的 数目 。 

图 3. 6 是 单个 物体 AB 梁 的 平衡 问题 ， 对 AB 梁 来 说 ， 所 受 各 力 组 成 平面 任意 力 系 ， 
可 列 三 个 独立 的 平衡 方程 。 图 3. 6(a) 中 的 梁 有 3 个 未 知 约束 反 力 ， 等 于 独立 的 平衡 方程 的 
数目 ， 属 于 静 定 问题 ; 图 3. 6(b) 中 的 梁 有 4 个 约束 反 力 多 于 独立 的 平衡 方程 数目 ， 属 于 
一 次 超 静 定 问 题 。 图 3. 7 是 由 两 个 物体 AB、BC 组 成 的 连续 梁 系统 。AB、BC 都 可 列 3 个 
独立 的 平衡 方程 ，AB、BC 作为 一 个 整体 虽然 也 可 列 3 个 平衡 方程 ， 但 是 并 非 是 独立 的 ， 
因此 该 系统 一 共 可 列 6 个 独立 的 平衡 方程 。 图 3:7(a)、 图 3.7(b) 中 的 系统 分 别 有 6 个 和 7 
个 约束 反 力 ( 反 力 偶 ),~ 于 是 ,它们 分 别 是 静 定 问题 和 一 次 超 静 定 问题 。 


F, F; d F, 
2 e 
A B a B 
(a) (b) 


Fi F 



































3.7 


对 于 超 静 定 问题 ， 需 要 考虑 物体 因 受 力 而 产生 的 变形 ， 加 列 某 些 补充 方程 后 才能 求解 
出 全 部 的 未 知 量 。 超 静 定 问题 已 超出 刚体 静 力 学 的 范围 ， 需 在 材料 力学 和 结构 力学 中 研 
究 ， 以 下 只 讨论 静 定 系统 的 平衡 问题 。 

求解 物 系 平衡 问题 时 ， 应 当 根据 问题 的 特点 和 待 求 未 知 量 ， 可 以 选取 整个 系统 为 研究 
对 象 ， 也 可 以 选取 每 个 物体 或 其 中 部 分 物体 为 研究 对 象 ， 有 目的 地 列 出 平衡 方程 ， 并 使 每 
一 个 平衡 方程 中 的 未 知 量 个 数 尽 可 能 少 ， 最 好 是 只 含有 一 个 未 知 量 ， 以 避免 解 联 立 方程 。 
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例 3.4 起 重 三 角 架 的 AD、BD、CD 三 杆 各 长 2. 5m, 在 DD BEE, JRE BSE 
定 在 地 面 上 ， 如 图 3.8 所 示 。 已 知 P—20kN. 0, —120^. @=150°, 6,=90°, AO— BO 
CO=1. 5m， 各 杆 重力 不 计 。 求 各 杆 受 力 。 











m 

















图 3.8 
解 : BE DOTA LSD) WOMB. HAD. BD, DC WA. TE HIE BE 
BED LWW RA. FF AD, DC. BD xt etit D 的 作用 力 ， 所 有 的 力 均 通过 D 点 , 组 成 
空间 汇 交 力 系 。 
列 平衡 方程 : 
MF,—0, F,cosp— Ficosgeos60°=0 
>F,=0, —F;cosg Pcosgsin60"=0 
XF.—0, F: singt F;singd- F;sing— P—0 
其 中 ， P=20kN, cosg=0.6 , sing=0. 8 
解 方程 得 六 五 ,一 10. 56kN, F:=5. 28kN, F,—9.l4kN 
例 3.5 如 图 3. 9 所 示 均 质 长 方 板 由 六 根 直 杆 支持 于 水 平 位 置 ， 直 杆 两 端 各 用 球 匀 链 与 
板 和 地 面 连 接 。 杆 重 不 计 ， 板 重 为 P. 在 A 处 作用 一 水 平 力 F， 且 F 一 2P。 求 各 杆 的 内 力 。 
解 : 取 长 方 板 为 研究 对 象 ， 各 杆 均 为 二 力 杆 ， 均 
设 为 受 拉 。 板 的 受 力 如 图 3.9 所 示 。 列 平衡 方程 : 



































Mur (F)=0, F;=0 (a) 
SMe (F)=0, F,—0 (b) 
也 Mu (F)=0, F,—0 Cc) 
My, (F)=0. PS+F.a=0 (d) 
j P 
解 得 F,—— 3 URJD 
H&M CF) —0 , Fa+F,cos45° * a=0 (e 
解 得 F,——2 /2P( 压 力 ) 
由 Mas(F)=0, Fo—F.b—P $=0 (D 
解 得 F;—1.5PGYJD 


NEED) 


Per 








此 例 中 用 6 个 力矩 方程 求 得 6 个 杆 的 内 力 。 一 般 而 言 ， 应 用 力矩 方程 可 以 比较 灵活 ， 


常 可 使 一 个 方程 只 含 一 个 未 知 量 。 本 题 也 可 采用 其 他 形式 的 平衡 方程 求解 。 如 用 之 已 .一 0 


代替 式 (b)， 同 样 求 得 F, —0; 可 用 FF, 二 0 代替 式 (e)， 同 样 求 得 F= 
可 以 试用 其 他 方程 求解 。 但 无 论 怎 样 列 方程 ， 独 立 平衡 方程 的 数目 只 有 6 个 。 
































例 3.6 如 图 3.10(a) 所 示 结 构 中 , AD=DB=2m, CD=DE=1.5m, P 





车 不 计 杆 和 滑轮 的 重力 ， 试 求 支 座 A MB 的 约束 反 力 及 BC 杆 的 内 力 。 


2 /2P。 读 者 还 


120kN. 





解 : 先 取 整 体 为 研究 对 象 ， 甚 受 力 如 图 3. 10(b) 所 示 ， 且 绳子 拉力 F — P. VUE (fj 





方程 : 
EMaA(F)=0, Fys * AB—P * (AD+r)—F, CDE—r) 








— PKAD-T-DE). 120(2+1.5) _ 
AB 4 


DF,=0.  Fa4-cFw-P0 
Fay = P—FypS15kN 


DIF, =0+,F4, —F,—0 





Fus 105kN 











0 


FSF = 120kN 
为 求 BC 杆 内 力 正 ， 取 CDE 杆 连 同 滑 轮 为 研究 对 象 ,: 画 受 力图 如 图 3. 10(c)。 列 平衡 
方程 : 
Mp (F)=0, —Fsina * CD—F\(DE-—r)—P + r=0 
其 中 
sing= Bee 4 
sn CBYAT SE 5 
所 以 
FADE | ji. x: 
Sina» CD — DOkNOEZD 


SR BC 杆 内 力 时 ， 也 可 以 取 ADB 为 研究 对 象 ， 其 受 力 如 图 3. 10(d) 所 示 ， 只 需 列 方程 
之 Mp(E) 一 0 即 可 求解 。 本 题 若 只 需求 BC 杆 内 力 或 D 处 的 约束 反 力 ， 则 只 需 直接 取 CDE 


杆 连 同 滑轮 重 物 为 研究 对 象 即 可 求解 出 未 知 量 。 








图 3.10 


GEE/ 


BE nant 





$3.7 如 图 3.11(a) 所 示 ， 水 平 梁 
由 AC 和 CD 两 部 分 组 成 ， 它 们 在 C 处 用 
BORER VE. GENS A 端 固定 在 墙 上 , 在 B 
处 受 滚动 支 座 约束 。 已 知 : FQ =10kN, 
F:=20kN. Hjt ti p—5kN/m. BE HY 
BD 段 受 线性 分 布 荷载 ,在 DMIF, E 
B 处 达 最 大 值 g 二 6kN/m。 WOR A BIB Wi 
处 的 约束 反 力 。 

解 : 选 整体 为 研究 对 象 ， 其 受 力 如 
图 3. 11(a) 所 示 。 注 意 到 三 角形 分 布 荷载 
JAHENEB B FBD 处 ， 它 的 大 小 um 









































等 于 三 角形 面积 ， 即 站 aX1， 列 平衡 方程 


DF,=0, Fa,=0 








1 x1=0 


ZF,=0, Fay+Fys—F,—Fi—pX1 2 


EM, (F)=0 








NS : ok 1 
My+Fyy + 3B) 4 008~F, + 2.5—p + 1e 18774 * 1+ (3+4) =0 


以 上 3 个 方程 包含 4 个 未 知 量 ， 故 青 选 梁 CD 为 研究 对 象 ， 受 力图 如 图 3. 11(b) 所 示 。 
列 平衡 方程 : 








FMe(F)=0, Fyn ,1 kari. (1-1) F, + 0.5=0 


解 得 Fxg =9kN 
代入 前 面 三 个 方程 解 得 
MA 一 25. 5kN * m 
F4, =29kN 
Fy, =0 
$13.8 已 知 图 3.12(a) 所 示 结 构 由 直 杆 CD, BC 和 曲 杆 AB 组 成 ， 杆 重 不 计 ， 且 
M=12kN+m, F—13kN. q—10kN/m. BORE BEL D 及 固定 端 A 处 的 约束 反 力 。 
解 : CD 如 果 首 先 选 整体 为 研究 对 象 ， 由 于 固定 端 A Si Pec D 处 总 的 约束 反 力 
数 有 5 个 ， 根 据 平 面 任意 力 系 的 平衡 方程 求 不 出 未 知 约束 反 力 ， 因 此 先 选 取 杆 BC 为 研究 
对 象 ， 受 力 如 图 3. 12(b) 所 示 ， 列 平衡 方程 : 


























EM:(F)=0, Fo, *2—F* 


解 得 Fo, =2. 5kN 
D TORE RCE D 处 的 约束 反 力 ， HEF DC 为 研究 对 象 ， 受 力 如 图 3. 12(c) 所 
示 ， 列 平衡 方程 : 


WEEE) 


| 
1 
" I— 
EF,=0, Fp, —Fo=0 
Mc (F)=0. Fp, * 3+Fp, * 4A—M—0 


解 得 Fn 一 2.5kN，Fn. 一 1.125kN 











图 3. 12 
(3) 然后 再 取 整 体 为 研究 对 象 ， 受 力 如 图 3. 12(a) 所 示 ， 列 平衡 方程 : 
EF.—0, Fati Y3. l-r : 2=0 
EF,—0, Fy+Fy—F + 2.—0 








M—F: d AHF. E. 34+g+3+5 + 1-M+Fp, + FS + 1=0 

解 得 Fu 一 25. 875kN, Fy,=2.5kN. My=—40. 125kN * m 

Ma 为 负 值 ， 说 明 它 的 实际 转向 与 假设 相反 ， 即 为 顺 时 针 方 向 。 

例 3.9 编号 为 1、2、3、4 的 四 根 杆 件 组 成 的 平面 结构 ， 其 中 A、C、E 为 光滑 铵 链 ， 
B、DD 为 光滑 接触 , EJg 3. 4 两 杆 中 点 ， 如 图 3. 13(a) 所 示 。 各 杆 自重 不 计 。 在 水 平 杆 2 上 
作用 铅 垂 力 下 。 试 证 : 无 论 力 下 的 位 置 x 如 何 改 变 ， 竖 杆 1 总 是 受到 大 小 等 于 下 的 压力 。 
解 : 本 题 为 求 二 力 杆 ( 杆 1) 的 内 力 ， 先 取 杆 2、4 及 销 钉 A 为 研究 对 象 ， 受 力 如 图 
.13(b) 所 示 。 有 


= 









































w 











EM:(P=0, Fa -F(4—z) + Fy + Fe =0 (a) 


上 式 中 ，Fyws 与 Fxp 为 未 知 量 ， 必 须 先 求 得 ;为 此 再 分 别 取 整体 及 杆 2 为 研究 对 象 。 
取 整 体 ， 受 力 如 图 3. 13(a) 所 示 ， 则 
SMc(F)=0. Fyn .0 一 F.z=0 (b) 


GE 
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(c) 





B3. 13 


再 取水 平 杆 2， 受 力 如 图 3. 13CO Stay. A 处 不 含 销 钉 ， 其 申 天 wz 与 Raw 是 销 钉 A 对 
EF 2 的 约束 反 力 。 则 





SMA(F)=0, Fub—Fx—0 C) 
由 式 (b) 和 式 (c) 求 得 
Fa Fw E 
代入 式 (a) 求 得 


(三 一 
Fa 为 负 值 ， 说 明 与 所 设 方向 相反 杆 1 受 压 ， 且 与 之 无关 ， 得 证 。 此 题 还 可 地 其 他 
研究 对 象 求 出 ， 请 读者 自 解 。 


思 考 题 


3-1 平面 三 般 力 系 的 平衡 方程 能 和 否 表示 为 三 个 投影 方程 ? 平面 力 偶 系 的 平衡 方程 能 
否 表示 为 一 个 投影 方程 ? 

3-2 平面 汇 交 力 系 的 平衡 方程 是 否 可 以 取 两 个 力矩 方程 或 者 取 一 个 投影 方程 和 一 
力矩 方程 ? 如 果 可 以 ， 和 矩 心 和 投影 轴 的 选择 有 什么 条 件 ? 

3-3 某 空间 力 系 ， 若 : (1) 空 间 力 系 中 各 力 的 作用 线 平行 于 某 一 固定 平面 : 2) 空间 
力 系 中 各 力 的 作用 线 分 别 汇 交 于 两 个 固定 点 ; (3) 各 力作 用 线 与 某 一 固定 直线 相交 ; (4) 各 
力作 用 线 与 某 一 固定 直线 平行 ;，(5) 各 力作 用 线 与 某 一 固定 直线 垂直 。 试 分 析 这 五 种 力 系 
各 有 几 个 独立 的 平衡 方程 。 





























3-4 在 图 3.14 的 各 图 中 ， 力 或 力 偶 对 点 A 的 矩 都 相等 ， 试 问 它们 所 引起 的 支 座 约 
REJETE. 
r gt 
A B A 了 B A B 
& i k—2—^. 
Jobe} Pra | Loa 1 





(a) (b) (e) 


WEE) 


Pe 


3-5 判断 图 3. 15 所 示 各 结构 是 静 定 的 ， 还 是 静 不 定 的 ， 并 确定 静 不 定 的 次 数 。 




















图 3.15 
3-6 如 图 3.16(a) 所 示 ， 一 矩形 钢板 放 在 水 平地 面 上 ， 钢 板 长 < 一 4m， 宽 0 一 3m， 
若 按 图 示 方 向 加 力 ， 转 动 钢板 需 下 ==F 二 500N。 试问 如 何 加 力 才 能 使 转动 钢板 所 用 的 力 最 
小 ， 这 个 最 小 的 力 为 多 少 ” 如 图 3.16(b) 所 示 ， 四 个 力作 用 在 刚体 的 A、B、C、DD 四 点 ， 
ABCD 构成 一 个 矩形 ， 四 个 力 Fi. Fz, Fi. F, 的 力 矢 首尾 相 接 ， 试 问 此 刚体 是 否 平 衡 
若 F 和 都 改变 方向 ， 如 图 3. 16《c) 所 示 ， 此 刚体 是 否 平衡 ? 





图 3.16 


3-7 从 力 偶 理论 可 知 ， 一 个 力 不 能 与 力 
偶 平衡 。 但 是 ， 对 于 如 图 3.17 (a) 所 示 的 螺旋 
压榨 机 ， 力 偶 却 似乎 可 以 被 压榨 物体 的 反抗 力 
Fy 所 平衡 ? 再 者 ， 为 什么 图 3. 17(b) 所 示 的 轮 
子 上 的 力 偶 M 似乎 与 物体 的 重力 P 平 衡 呢 ?这 
种 说 法 错 在 何 处 ? 

3-8 物体 的 重心 是 否 一 定 在 物体 上 ? 为 


























3-9 一 均 质 等 截面 直 杆 的 重心 在 哪里 ? 图 3.17 
若 将 它 变 成 半圆 形 ， 重 心 的 位 置 是 否 会 改变 ? 











GEE/ 


习 题 
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3-1 如 图 3.18 所 示 空间 构架 由 3 根 直 杆 组 成 ,在 D mHE. A. B MIC 











端 则 用 球 链 固定 在 水 平地 板 上 。 如 果 挂 在 D 端的 物 重 G 二 10kN。 
反 力 。 各 杆 重 力 不 计 。 




















BOR BEE AL BANC 的 


3-2 如 图 3.19 所 示 三 圆 盘 A. BAC 的 半径 分 别 为 15cm、10cm 和 5cm。 三 轴 
OA, OB 和 OC 在 同一 平面 内 ， 和 AOB 为 直角 。 在 这 三 圆 盘 上 分 别 作用 力 偶 ， 组 成 各 力 偶 














的 力作 用 在 轮 缘 上 ， 它 们 的 大 小 分 别 等 于 10N、20N 和 下 。 如 这 去 
由 的 ， 求 能 使 此 物 系 平衡 的 力 下 的 大 小 和 角 a。 

















圆 盘 所 构成 的 物 系 是 自 





图 3.18 图 3.19 


3-3 如 图 3.20 所 示 ， 铵 车 的 轴 A 巨 上 绕 有 绳子 ， 绳 上 挂 重 物 Q。 轮 C 装 在 轴 上 ， 轮 


的 半径 为 轴 半 径 的 6 倍 。 绕 在 轮 C 上 的 绳子 沿 轮 与 水 平 线 成 30 Ff 
后 挂 以 重 物 尸 一 60N。 求 平衡 时 ， 重 物 Q 的 重力 ， 以 及 轴承 A 和 
轴 的 重量 以 及 绳 与 滑轮 D 的 摩擦 均 略 去 不 计 。 





4. 55kN， 径 向 力 F. 二 0.414kN， 轴 向 力 F, — 1. 55kN. 59 — ig JJ 





的 切线 引出 ， 绳 跨 过 轮 
B 的 约束 反 力 。 各 轮 和 


3-4 如 图 3.21 所 示 , 传动 轴 AB 一 端 为 圆锥 齿轮 ， 作 用 其 上 的 圆周 力 = 





圆柱 齿轮 ， 压力 角 a= 


20 。 求 系统 平衡 时 作用 于 圆柱 齿轮 的 圆周 力 Fi 及 径 向 力 F 以 及 径 向 轴承 A 和 径 向 止 推 








轴承 B 的 支 座 反 力 。 











图 3.20 图 3. 
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3-5 重 为 Q 的 矩形 水 平板 由 3 根 铅 直 杆 支撑 ， 尺 寸 如 图 3. 22 所 示 ， 试 求 各 杆 内 力 。 
车 在 板 的 形 心 处 放置 一 重 为 PP 的 物体 ， 则 各 杆 内 力 又 如 何 ? 
3-6 求 图 3.23 所 示 各 物体 的 支 座 约束 反 力 ,长 度 单位 为 m 




















(a) 





图 3.23 


3-7 均 质 杆 AB 重 为 P、 长 为 2:， 置 于 水 平面 与 斜面 上 ， 其 上 端 系 一 绳子 ,绳子 绕 
过 滑轮 C 吊 起 一 重 物 Q， 如 图 3. 24 所 示 。 各 处 摩 氛 均 不 计 ， 求 杆 平衡 时 的 Q 值 及 A、B 
两 处 的 约束 反 力 。 其 中 a、B 均 为 已 知 。 

3-8 如 图 3.25 所 示 ， 铵 接 四 连 杆 机 构 在 图 示 位 置 平衡 。 已 知 : OA=60em, BC= 
40cm， 作 用 在 BC EJB JEER M: =1N * m, BOR MEAN HE OA 上 力 偶 的 力 偶 矩 
大 小 Mi 和 AB 杆 所 受 的 力 Fw。 各 杆 的 重力 不 计 。 





图 3.24 图 3.25 


3-9 重 物 悬挂 如 图 3.26 所 示 , 已 知 P 了 三 1. 8kN， 其 他 重力 不 计 ， 求 贸 链 A 的 约束 
反 力 和 杆 BC 所 受 的 力 。 


























3.26 图 3. 27 


BBY 


第 3 量 。 力 系 的 平衡 








3-10 如 图 3. 27 所 示 铁 路 起 重 机 ， 除 平衡 重 W 外 的 全 部 重力 为 500kN， 重 心 在 两 
铁轨 的 对 称 平面 内 ， 最 大 起 吊 重 量 为 200kN。 为 保证 起 重 机 在 空 载 和 最 大 荷载 时 都 不 致 倾 
倒 ， 求 平衡 重 W 及 其 距离 x。 

3-11 如 图 3.28 所 示 ， 组 合 梁 由 AC 和 DC 两 段 匀 接 构成 ,起重机 放 在 梁 上 。 已 知 
起 重 机 重 Q=50kN， 重 心 在 铅 直线 EC 上 ， 起 重 荷载 P 二 10kN。 如 不 计 梁 重 , 求 支 座 A, 
BD 三 处 的 约束 反 力 。 

3-12 如 图 3.29 Bras. Hi AC 和 CD 构成 的 组 合 梁 通 过 铵 链 C 连接 。 已 知 均 布 荷载 
强度 q— 10kN/m. HRE M—4OkN * m. 不计 梁 重 。 求 支 座 A、B、DD (92996 7] flet C 
处 所 受 的 力 。 












































图 3.28 图 3.29 


3-13 如 图 3. 30 所 示 为 二 地 秤 ，BCE 为 一 整体 台面 ，AOB 为 一 杠杆 ， 并 在 O BE 
Tí. DC 为 水 平 二 力 杠杆 ， 各 部 分 自重 不 计 , 已 知 1、a 之 值 ， 试 求 平 衡 时 硅 码 重 P 与 被 称 
物 重 G 的 比值 。 

3-14 “如 图 3.31 所 示 , 构架 ABC 由 三 杆 AB、AC 和 DH 组 成 。 杆 DH WF E 可 
在 杆 AC 的 槽 内 滑动 。 求 在 水 平 杆 DH 的 一 端 作用 铅 直 力 下 时 杆 AB KAA, DAB Ak 
的 约束 反 力 。 

3-15 三 角 架 如 图 3.32 所 示 ，P= 二 1kN， 试 求 支 座 A、B 的 约束 反 力 。 

3-16 如 图 3.33 所 示 ， 用 3 根 杆 连 接 成 一 构架 ,各 连接 点 均 为 匀 链 ， 各 接触 表面 均 
为 光滑 面 。 图 中 尺寸 单位 为 m。 求 贸 链 D 所 受 的 力 。 
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3.32 B] 3.33 


3-17 如 图 3. 34 PRW AG, BH, CK, CG, KH 五 根 杆 组 成 , EC, D, E, 
K, G, H Mb ABER. fk A 处 作用 一 力 下 一 2kN， 不 计 杆 重 。 试 求 作 用 在 杆 CK 上 
C. D, E, K 四 点 上 的 力 。 图 示 长 度 单 位 为 em。 

3-18 构架 尺寸 如 图 3.35 所 示 (尺寸 单位 为 mh), 不 计 各 杆 件 自重 ,荷载 ==60kN。 
3k A. E BEM AKIRA RAF BD, BC 的 内 力 。 
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教学 目标 


本 章 介绍 两 个 刚体 静 力 学 专题 ， 析 架 与 摩擦 。 平 面 检 架 的 静 力 分 析 是 析 架 设计 的 基础 ， 
本 章 将 重点 介绍 析 架 杆 内 力 计 算 的 两 种 基本 方法 : 节点 法 和 截面 法 。 考 虑 摩擦 的 平衡 问题 是 
静 力学 中 较 复杂 的 问题 ， 本 章 将 介绍 滑动 摩擦 力 、 摩 擦 角 、 滚 动 摩擦 等 概念 ， 讨 论 摩擦 力 方 
向 的 判断 方法 和 考虑 摩擦 时 物体 平衡 问题 的 求解 。 通 过 本 章 的 学 习 ， 应 达到 以 下 目标 。 

(1) 理解 简单 析 架 的 简化 假设 ,掌握 计 算 析 架 杆 件 内 力 的 节点 法 和 难 面 法 。 

(2) 掌握 静摩擦 力 、 动 摩擦 力 、 最 大 静摩擦 力 与 摩擦 角 、 自 锁 现象 ， 能 熟练 地 计算 考 
虑 摩擦 时 物体 的 平衡 问题 。 

















教学 要 求 
知识 要 点 NER 相关 知识 
(1) 理解 理想 柏 架 的 基本 假设 (D EARR, BARR, 节点 法 和 截面 法 
FAHR | 。 (2) FERRARA AT ae are dad 
O FERRA, AMEA, BK) O BRA. ARIA. RADE 
考虑 摩 控 | ORRAS RRA. ONE RS (2) ARA. AA 
时 的 | Ee Rae Re |G) RARE 
Ha 的 求解 (D 摩擦 力 方向 的 判断 方 
CD TAIRA ARE (3) ERR ACA P AUR 





ee 
Ë sane 


理想 析 架 、 节 点 法 、 截 面 法 、 零 杆 、 滑 动 摩擦 力 、 动 摩擦 力 、 最 大 静摩擦 力 、 摩 擦 
角 、 自 锁 、 滚 动 摩擦 、 摩 擦 物体 平衡 


| 4.1 平面 析 架 


4.1.1. BEfUARUR HOA IB UE 


HARE — hihi ECA OH TE d eR. HE. HEHEOXUTHER 22 VE BET ALS JL TRE AS E BY 
稳定 结构 ， 具 有 用 料 省 、 结 构 轻 、 可 以 充分 发 挥 材料 的 作用 等 优点 ， 广 泛 应 用 于 工程 中 房 
屋 的 屋 架 、 桥 梁 、 电 视 塔 、 起 重 机 、 油 井 架 等 。 所 有 杆 件 轴线 位 于 同一 平面 的 术 架 称 为 平 
面 柏 架 ， 杆 件 轴线 不 在 同一 平面 内 的 栅 架 称 为 空间 杭 架 ， 各 杆 轴线 的 交点 称 为 节点 。 本 节 
仅 限 于 研究 平面 析 架 。 

研究 术 架 的 目的 在 于 计算 各 杆 件 的 内 力 ; 把 它 作为 设计 椅 架 或 校 核 枯 架 的 依据 。 为 了 
简化 计算 ， 同 时 使 计算 结果 安全 可 靠 工 程 中 常 对 平面 柏 架 作 如 下 基本 假设 。 

CD 15 AL GH BE IE TE 

(2) MARAEA, ELTERIT S SR E. 

(3) 杆 件 自重 不 计 。 如 果 需 要 考虑 杆 件 自重 时 ,将 其 均 分 等 效 加 于 两 端 节点 上 。 

满足 以 上 三 点 假设 的 柏 架 称 为 理想 梅 架 :*- 术 架 的 每 根 杆 件 都 是 二 力 杆 。 它 们 或 者 受 
Jr. 或 者 受 压 > 在 计算 柏 架 各 杆 受 力 时 ， 一 般 假 设 各 杆 都 受 拉 ， 然 后 根据 平衡 方程 求 出 它 
们 的 代数 值 ， 当 其 值 为 正 时 ， 说 明 为 拉杆 ， 为 负 则 为 压 杆 。 

实践 证 明 ， 基 于 以 上 理想 模型 的 计算 结果 与 实际 情况 相差 较 小 ， 可 以 满足 工程 设计 的 
一 般 要 求 。 




















4.1.2 VW SERA JI TS SCRI HEU A 


l. 节点 法 

依次 取 枯 架 各 节点 为 研究 对 象 ， 通 过 其 平衡 方程 ， 求 出 杆 件 内 力 的 方法 称 为 节点 法 。 
节点 法 适用 于 求解 全 部 杆 件 内 力 的 情况 。 

节点 法 的 解 题 步 又 一 般 为 : 先 取 枯 架 整体 为 研究 对 象 ， 求 出 支 座 反 力 ;， 再 从 只 连接 两 
根 杆 的 节点 和 人手 ， 求 出 每 根 杆 的 内 力 ; 然后 依次 取 其 他 节点 为 研究 对 象 (最 好 只 有 两 个 未 
知 力 )， 求 出 各 杆 内 力 。 

下 面 举 例 说 明 。 

例 4.1 试用 节点 法 求 图 4. 1(a) 所 示 术 架 中 各 杆 的 内 力 。 

解 : 首先 求 支 座 A. HD 的 约束 反 力 。 由 整体 受 力图 4. 1(a) ， 列 平衡 方程 : 

DIF,=0. Fa =0 





GE 


其 次 ， 从 节点 AES. YÉTHEUBUGARBU oh USS 


ae 刚体 静 力学 专门 问题 











SMn=0, Fa, X8—10X8—20X6—10X4—20 X2=0 


Fa, =35kN 
DF,=0, Fa +Fu —10—20—10—20—10—0 
Fy, —35kN 





选取 节点 A， 画 受 力图 如 图 4. 1(b) 所 示 ， 列 平衡 方程 


解 得 : 


XF,—0. F,sina—104-35—0 
XF,—0, F,cosat+F,=0 
F,——55.9kN. F;—50kN 





选取 节点 B， 夯 受 力图 如 图 4. 1(c) 所 示 ， 列 平衡 方程 : 


解 得 : 


BF,=0, F;=0 
DF,=0, Fs—F,=0 
F;=0, F,—50kN 





选取 节点 C， 画 受 力图 如 图 4. 1(d) 所 示 ， 列 平衡 方程 : 


解 得 











EF,=0, F,sina—F;sina—F; sina—20=0 
EF,=0, F,cosad- F;cosa— F; cosa=0 
F,—-—3346kN, F;=—22. 4kN 





选取 节点 D， 面 受 力图 如 图 4. Ke 所 示 ， 列 平衡 方程 : 


解 得 











MFE,-—0. —F;—F,sina— Fisina—10—0 
EF,=0, Fscosa—F) cosa=0 
F;——20kN. Fi—-—33.5kN 


图 ， 进行 计 算 


由 于 结构 和 荷载 都 对 称 ， 所 以 左右 两 边 对 称 位 置 的 杆 件 的 内 力 相同 ， 故 计算 半 个 机 架 
即 可 。 现 将 各 杆 的 内 力 标 在 各 杆 的 旁边 ， 如 图 4.1(/) 所 示 。 图 中 正 号 表示 拉力 ， 负 号 表 
位 为 EN， 读者 可 取 节 点 HERE. 


示 压 力 ， 力 的 








10kN 
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图 4.1 
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杭 架 中 内 力 为 零 的 杆 件 称 为 堆 杆 ， 如 上 全 中 的 3 杆 、11 村 就 是 零 杆 ， 出 现 零 杆 的 情况 
可 归结 如 下 ，。 

D 不 在 一 直线 上 的 两 杆 节点 上 无 荷载 作用 时 [图 4. 2(a)]， 则 该 两 杆 的 内 力 都 等 
TX. 
(2) 三 杆 节 点 上 无 荷载 作用 时 [图 4. 2Cb)]， 如 果 其 中 有 两 杆 在 一 直线 上 ， 则 另 一 杆 必 
WE. 


F F, 
neo F o E 
F\=0, F;=0 mm 
= 
(a) (b) 
4.2 


ERRATIC BE rt OP OT AR EFS BUTE. ETIR, EA E385 UI f th 
杆 ， 这 样 可 使 计算 工作 简化 。 

2. 截面 法 

鹤 面 法 是 假想 地 用 一 平面 或 曲面 把 梅 架 切 开 。 分 为 两 部 分 ， 取 其 中 任 一 部 分 为 研究 对 
象 ， 列 出 其 平衡 方程 求 出 被 切 杆 件 的 内 力 。 

当 只 需求 枯 架 指定 杆 件 的 内 力 ， 而 不 需求 全 部 杆 件 内 力 时 ， 应 用 截面 法 比较 方便 。 由 
于 平面 一 般 力 系 只 有 三 个 独立 平衡 方程 ， 因 此 截断 杆 件 的 数目 一 般 不 要 超过 3 根 。 同 时 还 
应 注意 截面 不 能 截 在 节点 上 上， 否则 ， 节 点 的 一 部 分 对 另 二 部 分 的 作用 力 不 好 表示 。 

例 4. 2 试用 截面 法 求 图 4. 3 GO Bras fie Ce 9p 4.1 同 ) 中 8、9、10 三 杆 的 内 力 。 
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2mx4-8m Fyj,-35kN 
Fy=35KN Fyj-35kN 
(a) (b) 
4.3 





解 : 首先 求 出 支 座 反 力 。 由 例 4. 1 已 求 得 : 
Fay =35kN, Fuy =35kN 
然后 假想 用 截面 IÉ S8, 9. 10 ZRB. HUfrA ACE Bat FEMA. WE 4. 3 
(b) 所 示 。 为 求 得 Fo. 可取 Fs 和 下, 两 未 知 力 的 交点 GARD. HEM =0 得: 
FioX1+10X2—35X2=0 


解 得 : Fi —50kN 
H ORG Fo. WR Fs 和 Fo RAE H AD. BIXMa—0 得: 
Fy cosa X 1+- Fy sina X 2+-20X2=0 
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解 得 : F,— —22. 4kN 
最 后 求 F;, FA DF, =0 f$. 

Fscosa- Fy cosa +F =0 
解 得 : F,=—33. 5kN 


| 4.2 摩擦 与 考虑 摩擦 时 的 平衡 问题 


4.2.1 摩擦 现象 


两 个 相互 接触 的 物体 产生 相对 运动 或 具有 相对 运动 趋势 时 ， 彼 此 在 接触 部 位 会 产生 一 
种 阻碍 对 方 运 动 的 作用 ， 这 种 现象 称 为 摩擦 。 这 种 阻碍 作用 称 为 摩擦 阻力 。 根 据 物 体 问 相 
对 运动 形式 的 不 同 ， 把 物体 间 有 相对 滑动 或 滑动 趋势 存在 摩擦 的 问题 称 为 滑动 摩擦 问题 ， 
而 把 物体 间 有 相对 滚动 或 滚动 趋势 存在 摩擦 的 问题 称 为 滚动 摩擦 问题 。 

摩擦 是 普遍 存在 的 ， 理 想 光 滑 面 实际 上 并 不 存在 。 在 所 研究 的 问题 中 ， 当 摩擦 的 影响 
很 小 ， 可 以 忽略 不 计时 ,可 以 采用 光滑 接触 模型 ， 以 简化 分 析 过 程 ， 反 之 则 需 考虑 摩擦 阻 
力作 用 。 








4.2.2 滑动 摩擦 


1. 静摩擦 力 

当 物 体 相 对 另 一 与 之 接触 的 物体 仅 有 滑动 趋势 时 ， 接 触 面 间 产 生 的 摩擦 阻力 称 为 静 滑 
动 摩擦 力 ， 简 称 静 摩擦 力 。 如 图 4.4 所 示 的 作用 于 物体 上 的 
静摩擦 力 F.， 它 作用 于 支承 面 与 物体 的 相互 接触 处 ,其 方向 
与 相对 滑动 趋势 的 方向 相反 ; 其 大 小 随 作 用 于 物体 上 使 其 滑 IN m 
动 的 主动 力 Fo 的 大 小 而 改变 ， 但 存在 一 最 大 值 Fus. 称 为 最 














大 静摩擦 力 。 由 库仑 摩擦 定律 ， 有 : " 多 
Fus ft Fu (4.1) t 
stb. 六 -静摩擦 因数 ， 它 是 一 个 量 纲 为 一 的 量 ， 需 由 实验 测定 ， 可 通过 工程 手册 
查 出 ; 
一 法 向 约束 反 力 的 大 小 。 于 是 ， 静 摩擦 力 满足 : 
OSF, SF mx (4.2) 
2. 动 摩擦 力 


当 静 摩擦 力 达 到 最 大 值 时 .车 主动 力 F 再 继续 增 大 ， 接 触 面 之 间 将 出 现 相 对 滑动 。 
此 时 ， 接 触 物体 间 阻 碍 相对 滑动 的 阻力 ， 称 为 滑动 摩擦 力 ， 简 称 为 动 摩擦 力 ， 用 下 表示 。 
实验 表明 ， 动 摩擦 力 的 大 小 与 接触 体 间 的 正 压力 ( 即 法 向 反 力 ) 成 正比 ， 即 : 

F=f- Fy (4.3) 
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式 中 , /一 一 动 摩擦 因数 ， 它 与 接触 物体 的 材料 和 表面 情况 有 关 ， 可 通过 工程 手册 
查 出 。 
一 般 情况 下 ， 动 摩擦 因数 略 小 于 静摩擦 因数 ， 即 S< S 
在 机 械 中 ， 往 往 用 降低 接触 面 的 粗糙 度 或 加 入 润滑 剂 等 方法 ， 使 动 摩擦 因数 f PAK. 
以 减 小 摩擦 和 磨损 。 




















4.2.3 ”摩擦 角 与 自 锁 现象 


1. 摩擦 角 

当 考虑 摩擦 时 ， 静 止 物 体 所 受 支 承 面 的 约束 反 力 包括 法 向 约束 反 力 FN 和 静摩擦 力 F.o 
这 两 个 力 的 合 

Fr=Fy+F, 

称 为 支承 面 的 全 约束 反 力 ， 它 的 作用 线 与 接触 面 的 公法 线 成 一 夹 角 pg， 如 图 4.5(a) 
所 示 。 

当 物 体 处 于 平衡 的 临界 状态 时 ， 静 摩擦 为 将 达到 最 大 值 ， 角 ”也 达到 最 大 值 pm o 
如 图 4. 5(b) 所 示 。 全 约束 反 力 与 法 线 间 夹 角 的 最 大 值 g,,， 称 为 摩擦 角 。 由 图 4. 5 Cb) 
可 得 : 








tang, -he = -K 4.4) 
即 摩擦 角 的 正切 等 于静 摩擦 因数 。 





2. 自 锁 现象 

物体 平衡 时 ,静摩擦 力 总 是 小 于 或 等 于 最 大 静摩擦 力 ， 因 
MAAR RA Fe 与 接触 面 法 线 之 间 的 夹 角 g 也 总 是 小 于 或 等 于 
ER gm B: 





PROm (4.5) 

这 说 明 只 要 全 反 力 的 作用 线 在 摩擦 角 内 ， 物 体 总 是 平衡 的 。 

如 果 通 过 全 反 力 的 作用 点 在 不 同方 向 作出 临界 平衡 状态 时 的 全 
反 力 (此 时 摩擦 力 为 最 大 静摩擦 力 ) 的 作用 线 ， 则 这 些 直 线 将 形 
成 一 个 锥 面 ， 称 为 摩擦 锥 。 若 物体 沿 接触 面 各 个 方向 的 静摩擦 
































因数 相等 ， 则 摩擦 锥 是 一 个 顶 角 为 2 的 圆锥 ， 如 图 4.6 所 示 。 i 
当 物 体 所 受 主动 力 的 合力 严 的 作用 线 位 于 摩擦 难以 内 时 ， 即 ; mime 


GEE/ 
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0<a<y,, (4. 6) 

则 无 论 主动 力 下 的 值 增 至 多 大 ， 总 有 相应 大 小 的 全 反 力 Fe 与 之 平衡 ， 使 物体 处 于 平 

衡 状 态 。 这 种 现象 称 为 自 锁 。 式 (4.6) 称 为 自 锁 条 件 。 如 果 主 动力 合力 的 作用 线 位 于 摩 
控 锥 以 外 ， 则 无 论 下 力 多 小 ， 物 体 都 不 能 保持 平衡 。 























4.2.4 RER 


在 实际 工程 中 ， 常 见 大 滚轮 在 推力 的 作用 下 平衡 的 现象 ， 如 果 采 用 刚性 接触 约束 模型 
[图 4.7(a)]， 因 之 Mo 和 0， 圆 轮 不 能 平衡 。 实际 上 ， 当 力 F 不 大 时 ， 圆 轮 是 可 以 平衡 的 ， 
这 是 因为 圆 轮 和 接触 平面 实际 上 并 不 是 刚体 ， 它 们 在 力 的 作用 下 都 会 发 生 局 部 变形 。 接 触 
面 处 是 一 个 曲面 ， 在 接触 面 上 ， 物 体 受 分 布 力 作用 [图 4.7000]. 3:036 7308] A 点 简化 ， 得 
到 一 个 力 Fe 和 一 个 力 偶 矩 为 M, 的 力 偶 , 力 Fr 可 进一步 分 解 为 摩擦 力 F. 和 法 线 约束 反 
FA Fs. WE 4. 7(c) 所 示 。 此 力 偶 称 为 滚动 摩 阻 力 偶 ( 简 称 滚 阻力 偶 )， 正 是 由 于 这 里 多 了 
一 个 滚 阻力 偶 起 到 的 阻碍 滚动 的 作用 ， 才 使 圆 轮 可 以 保持 平衡 。 

实验 表明 ， 滚 阻力 偶 矩 的 大 小 随 主 动力 竹 的 大 小 而 变化 ,但 存在 最 大 值 Mos B: 























O&M KM mx (4.7) 
JFH.. Mu i ARCA] Fy RUE B: 
My =6F (4.8 





图 4.7 


这 就 是 滚动 摩 阻 定律 。 其 中 比例 常数 $ 称 为 滚动 摩 阻 系数 ， 它 具有 长 度量 纲 ， 一 般 与 
接触 面 材料 的 硬度 、 温 度 等 有 关 ， 可 由 实验 测定 ， 或 在 工程 手册 中 查 到 。 

滚 阻力 偶 的 转向 与 滚动 的 趋势 或 滚动 的 角速度 方向 相反 。 应 该 指出 的 是 ,滚动 摩 阻 一 
般 较 小 ， 在 许多 工程 问题 中 常常 可 忽略 不 计 。 








4.2.5 考虑 摩擦 时 的 平衡 问题 


工程 中 的 摩擦 问题 大 部 分 仍然 属于 平衡 问题 的 范畴 。 其 求解 步骤 与 前 面 所 述 大 致 相 
同 。 只 是 这 里 需 增 加 一 种 约束 反 力 一 一 摩擦 力 。 由 于 静摩擦 力 满足 条 件 FSS Fu. Br 
以 有 摩擦 时 平衡 问题 的 解 也 有 一 定 的 范围 ， 而 不 是 一 个 确定 的 值 。 

工程 中 有 不 少 问 题 只 需 分 析 平 衡 的 临界 状态 。 这 时 静摩擦 力 达 到 最 大 值 ， 即 Pax 
大"，FN。 但 其 方向 不 能 任意 假定 ， 必 须 按 真实 方向 给 出 ， 即 必须 与 相对 滑动 趋势 的 方向 相 
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反 。 但 是 未 达到 极限 值 时 的 静摩擦 力 ， 由 于 是 由 平衡 条 件 确定 的 ， 也 可 像 一 般 约束 反 力 那 
样 假设 其 方向 ， 而 由 最 终结 果 的 正 负 号 来 判定 假设 的 方向 是 否 正确 。 
例 4.3 物体 重 为 P， 放 在 倾角 为 (0 二 pw) 的 斜面 上 ， 它 与 斜面 间 的 静摩擦 因数 为 
foo ERI IKE Fy ， 使 物 块 静止 [图 4. 8(a)]， 试 求 水 平 力 F 的 取 值 范围 。 
解 : 如 果 力 F 太 小 ， 物 块 将 沿 斜 面向 下 滑动 ; 如 果 力 F 太 大 ， 又 将 使 物 块 向 上 滑 
动 。 因 此 ， 使 物 块 静止 时 ， 力 F 应 在 最 大 值 与 最 小 值 之 间 。 
CD 求 最 小 值 。 当 力 Fy 取 最 小 值 时 ， 物 块 将 处 于 向 下 滑动 的 临界 状态 。 此 时 摩擦 力 
沿 和 斜面 向 上 ， 并 达到 最 大 值 Fro WE 4. 8(b) 所 示 。 
SF,=0. Faux Fimincos9— Psing=0 
DF, =0, Fy+Fiminsind— Pcosj—0 



































补充 方程 ; 
F=f * Fy 
联 立 3 式 求解 ， 可 得 水 平 推力 的 最 小 值 为 ; 


Fo = sing — fecos0 
Im cos-- f.cosi 





(2) 求 最 大 值 。 当 力 F 取 最 大 值 时 、 物 块 将 处 于 向 上 滑动 的 临界 状态 。 此 时 摩擦 力 
沿 斜面 向 下 ， 并 达到 最 大 值 F%， 如 图 4. 8(c) 所 示 。 
BFI =0 Fi4.cos0— Fra — Psinj—0 
EF,—0. FN— Fissind— Peosd=0 











补充 方程 : 
Fa SEN 
联 立 以 土 三 式 求解 ， 可 得 水 平 推力 的 最 大 值 为 ; 
. sing+ f.cosb 
a cosd— find’ 
同样 ， 把 f= tang, 代入 上 式 ， 得 Fim Ptan(9- e, . 
以 上 两 个 结果 可 知 ， 为 使 物 块 静止 7) F 必须 满足 如 下 条 件 : 
Ptan(0—¢,,)<F;<Ptan(6+¢,,) 
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(a) 


图 4.8 
例 4.4 E P. 半径 为 R 的 轮子 , 沿 倾角 为 9 的 斜面 匀速 向 上 滚动 [图 4.9(a)]， 




















轮 心 上 施加 一 平行 于 斜面 的 力 已 。 设 轮子 与 斜面 间 的 滚动 摩擦 因数 为 $。 试 求 力 Fi 的 
大 小 。 
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(a) (b) 
图 4.9 
解 : 选 轮子 为 研究 对 象 ， 画 出 其 受 力 分 析 如 图 4. 9 (00 Bros. -由 于 轮子 为 匀速 向 上 滚 
动 ， 即 处 于 平衡 状态 ， 其 所 受 的 滚 阻力 偶 M; 与 滚动 方向 相反 s% 且 有 Mi 二 Mw。 
列 出 平衡 方程 : 








MF,—0. F,—F— Psing—0 
MFE,—0. Fy—Pcos0—0 
MM,-0. Psinü * R—F; * R-M,,—0 
补充 方程 : 
Mux =OF x 
由 上 述 四 个 方程 可 求解 四 个 未 知 量 : Fis F, Fs. Muss 解 得 : 


F, =P (sing+ Èros) 


a + gu 


4-1 TUR SEAT RS ik IRRI A? 其 平衡 方程 如 何 选取 ? 

4-2 图 4.10 PRAHT PEP BEL AOL. ER 4. 10(a) 和 图 4. 10(b) 的 节点 
上 无 荷载 作用 ， 图 (c) 的 节点 C 上 受到 外 力 眉 作用， 作用 线 沿 水 平 杆 。 试问 图 中 各 杆 件 中 
哪些 是 零 杆 。 

















Ti Fs Fs 
à F; F; F, F F. 
B € 
(a) (b) (e) 
图 4. 10 


4-3 用 4-2 题 的 结论 ， 找 出 图 4. 11 Bros eer RT. 
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图 4.11 


4-4 如 图 4.12 所 示 ， 物 块 重 W， 与 水 平面 间 的 摩擦 因数 为 yzs， 要 使 物 块 向 右 移 动 ， 
则 在 图 示 两 种 施 力 方法 中 ， 哪 种 方法 省 力 ? 说 明理 由 。 

4-5 物 块 重 W， 在 物 块 上 还 作用 有 一 大 小 等 于 W 的 为 ， 其 作用 线 在 摩擦 角 之 外 ， 
如 图 4.13 所 示 。 已 知 a 二 30"，g, 二 20"， 该 物 块 是 否 平衡 > 为 什么 ? 




















图 4.12 图 4.13 

4-6 重力 为 己 的 均 质 圆柱 放 在 V 形 槽 里 ， 考 虑 摩擦 。 当 圆柱 上 作用 一 力 偶 ， 其 力 

偶 矩 为 M 时 〈 图 4.14 所 示 )， 圆 柱 处 于 极限 平衡 状态 。 此 时 接触 点 处 的 法 向 反 力 Fw 与 
Fxs 哪 个 大 ? 说 明理 由 。 

4-7 如 图 4.15 所 示 , 已 知 杆 OA 重 为 P， 物 块 M 重 为 Q， 杆 与 物 块 间 有 摩擦 ， 而 


物体 与 地 面 间 的 摩擦 略 去 不 计 。 当 水 平 力 下 增 大 而 物 块 仍然 保持 平衡 时 ， 杆 对 物 块 M 的 
正 压力 大 小 如 何 变化 ? 试 说 明理 由 。 
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习 题 


4-1 试 判断 图 4. 16 所 示 结 构 中 所 有 零 杆 。 
4-2 试用 节点 法 求 图 4 17 所 示 相 架 中 各 杆 件 的 内 力 。 




















B] 4. 16 Bl 4.17 
4-3 节点 法 求 图 4. 18 Brat Ae PAPE Ja 
4-4 法 求 图 4. 19 所 示 析 架 中 各 杆 件 的 内 为 。 











图 4.18 图 4.19 


4-5 试用 截面 法 求 图 4. 20 MIRKE REEF AJ 
4-6 试用 截面 法 求 图 4.21 RHR 1, 2 杆 的 内 力 。 




















D 3 C 400N 
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4-7 试用 截面 法 求 图 4. 22 Brake 1. 2 杆 的 内 力 。 
4-8 试 求 图 4. 23 所 示 术 架 中 3、4、5、6 杆 件 的 内 力 。 






































4.22 4.23 





4-9 ” 物 块 重 W==980N， 放 在 一 倾斜 角 a 二 30” 的 斜面 上 ， 如 图 4.24 所 示 。 已 知 接触 
面 间 的 静摩擦 因数 f. 0. 2, UE — Kd] F—588N 的 力 沿 斜 面 方向 作用 在 物 块 上 ， 物 块 
在 斜面 上 是 否 处 于 静止 ” 若 静 止 ， 这 时 摩擦 为 为 多 大 ? 

4-10 如 图 4. 25 Pras, 一 均 质 梯子 长 为 1, 3 P,—200N, 44—A BP, =600N, 
试问 此 人 车 要 有 息 到 梯 顶 而 梯 不 致 滑 倒 % 则 梯子 与 地 面 间 的 更 摩擦 因数 As 至 少 应 该 多 大 。 
已 知 梯子 与 墙 面 间 的 静摩擦 因数 .7 一 二。 梯子 与 地 面 间 的 夹 角 为 0 一 


4 
arctan 4. 


3 





图 4.24 




















4-11 用 尖 劈 项 起 重 物 的 装置 如 图 4. 26 所 示 。 重 物 与 尖 臂 间 的 摩擦 因数 为 /， 其 他 


避 辊 处 为 光滑 接触 ， 尖 劈 项 角 为 6， 且 tang>> f. 被 顶 举 的 重力 设 为 Q。 试 求 : (1) 项 举 
物 上 升 所 需 的 力 下 的 值 ，(2) 顶 住 重 物 不 至 下 降 所 需 的 力 F 的 值 。 


























LES 
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A 4.27 
4-12 如 图 4. 27 所 示 机 构 自 重 不 计 。 CLAIM 200kN * m， 两 杆 等 长 为 =2m, D 
G8 


ME 刚体 前 力学 专门 问题 


处 的 静摩擦 因数 .二 0.6， 荷 载 五 作 用 在 BD 杆 中 点 。 试 求 图 4. 27 所 示 位 置 欲 使 机 构 保持 
平衡 时 的 力 F, 的 值 。 

4-13 如 图 4.28 所 示 , 正 圆锥 体高 40cm， 底 半径 为 a 二 10cem， 重 心 距 底面 为 a 二 
1l0cm,， 重 为 W 二 10N， 放 在 与 水 平面 成 30" 角 的 斜面 上 ， 静摩擦 因数 为 人 二 0.5， 水 平 拉 
力 刁 作用 在 圆锥 顶点 ， 并 在 与 斜面 直 交 的 铅 锤 面 内 。 试 求 圆锥 平衡 时 力 下 的 值 。 

4-14 如 图 4.29 Brzk iR T 3E W — 100N. 半径 R==10cem， 其 上 作用 一 力 偶 M 
3N， cm， 深 子 与 地 面 间 的 滑动 摩擦 因数 f 0. 2. ROM RR O=0. 05cm. MAIR T 


受 的 滑动 摩擦 力 及 滚动 摩 阻 力 偶 。 


图 4.28 图 4.29 
4-15 如 图 4.30 所 了 示 ， 圆 轮 妃 半径 为 尺 ， 重 力 为 Q， 位 于 与 水 平面 成 0 角 的 斜面 上 。 
一 根 绳子 过 滑轮 A， 一 端 系 在 B 轮 的 申 心 ， 另 一 端 吊 一 重 物 C， 绳 BD 段 与 斜面 平行 。 已 
A: B 轮 沿 斜面 的 深 动 摩 阻 系数 为 6。 试 求 当 系 统 处 于 平衡 时 重 物 C 的 重力 W 




































































图 4.30 
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教学 目标 


本 章 主 要 介绍 材料 力学 的 任务 ， 基 本 假设 ， 应 力 与 应 变 的 概念 ， 以 及 杆 件 变形 的 基本 
形式 。 通 过 本 章 的 学 习 ， 应 达到 以 下 目标 。 

(1) 明确 材料 力学 的 任务 和 基本 假设 。 

(2) 掌握 内 力 与 截面 法 ， 应 力 与 应 变 的 概念 。 

(3) 了 解 杆 件 变形 的 基本 形式 。 


























知识 要 点 能 力 要 求 相关 知识 
材料 力学 的 (1) 明确 材料 力学 的 任务 (1) 构件 的 强度 、 刚 度 和 稳定 性 概念 
任务 与 基本 (2) 构件 的 承载 能 力 的 
假设 (3) 连续 性 、 均 匀 性 和 性 假设 
内 力 与 截 (1) 内 力 的 概念 
面 法 (2) 截面 法 
(1) 全 应 力 、 正 应 力 和 切 应 力 的 概念 
应 力 与 应 变 (2) 线 应 变 和 切 应 变 的 概念 
(3) 胡 克 定律 
CL) 轴 向 拉 伸 或 压缩 的 概念 
杆 件 变形 的 概 : (2) 剪 切 的 概念 
基本 形式 (2) 掌握 杆 件 变形 的 四 种 基本 形式 (3) 扭转 的 概念 
(4) Sd 











Wee 材料 力学 基本 概念 


ie 基本 概念 


构件 ， 变 形 ， 承 载 能 力 ， 强 度 、 刚 度 和 稳定 性 ， 连 续 性 、 均 匀 性 和 各 向 同性 假设 ， 全 
应 力 、 正 应 力 和 切 应 力 ， 线 应 变 和 切 应 变 ， 轴 向 拉 伸 或 压缩 、 剪 切 、 扭 转 、 索 曲 ， 组 合 
变形 


| 5.1 材料 力学 的 任务 


机 械 与 工程 结构 通常 是 由 若干 个 零 部 件 构成 的 ， 我 们 把 构成 它们 的 每 一 个 组 成 部 分 统 
称 为 构件 。 如 机 械 的 轴 ， 房 屋 的 梁 、 柱 子 等 。 在 机 械 或 工程 结构 工作 时 ， 有 关 构 件 将 受到 
力 的 作用 ， 因 而 会 产生 几何 形状 和 尺寸 的 改变 ， 称 为 变形 ,车 这 种 变形 在 外 力 撤除 后 能 完 
全 消除 ， 则 称 之 为 弹性 变形 ; 若 这 种 变形 在 外 力 撤除 后 不 能 消除 ， 则 称 之 为 塑性 变形 (或 
永久 变形 )。 为 了 保证 机 械 或 工程 结构 能 正常 工作 * 则 要 求 每 一 个 构件 都 具有 足够 的 承受 
荷载 的 能 力 ， 简 称 承载 能 力 。 构 件 的 承载 能 力 通常 由 以 下 3 个 方面 来 衡量 。 

(1) 强度 : 构件 抵抗 破坏 (断裂 或 产生 显著 塑性 变形 ) 的 能 力 称 为 强度 。 构 件 具 有 足够 
的 强度 是 保证 其 正常 工作 最 基本 的 要 求 例 如， 构件 工作 时 发 生意 外 断 黎 或 产生 显著 塑性 
变形 是 不 容许 的 。 

(2) 刚度 : 构件 抵抗 弹性 变形 的 能 力 称 为 刚度 。 为 了 保证 构件 在 荷载 作用 下 所 产生 的 
变形 不 超过 许可 的 限度 、 必 须要 求 构 件 具有 足够 的 刚度 例如， 如 果 机 床 主轴 或 床 身 的 变 
形 过 大 ， 将 影响 加 工 精度 ， 齿 轮轴 的 变形 过 大 、 将 影响 齿 与 齿 间 的 正常 吗 合 等 。 

(3) 稳定 性 : 构件 保持 原 有 平衡 形式 的 能 力 称 为 稳定 性 。 在 一 定 外 力作 用 下 ， 构 件 突 
然 发 生 不 能 保持 其 原 有 平衡 形式 的 现象 ， 称 为 失 稳 。 构 件 工作 时 产生 失 稳 一 般 也 是 不 容许 
的 。 例 如 ， 桥 梁 结构 的 受 压 杆 件 失 稳 将 可 能 导致 桥梁 结构 的 整体 或 局 部 塌 毁 。 因 此 ， 构 件 
必须 具有 足够 的 稳定 性 。 

构件 的 设计 ， 必 须 符合 安全 、 实 用 和 经 济 的 原则 。 材 料 力学 的 任务 是 : 在 保证 满足 强 
度 、 刚 度 和 稳定 性 要 求 ( 安 全 、 实 用 ) 的 前 提 下 ， 以 最 经 济 的 代价 ， 为 构件 选择 适宜 的 材 
料 ， 确 定 合理 的 形状 和 尺寸 ， 并 提供 必要 的 理论 基础 和 计算 方法 。 

一 般 说 来 ， 强 度 要 求 是 基本 的 ， 只 是 在 某 些 情况 下 才 提 出 刚度 要 求 。 至 于 稳定 性 问 
题 ， 只 是 在 特定 受 力 情 况 下 的 某 些 构 件 中 才 会 出 现 。 

材料 的 强度 、 刚 度 和 稳定 性 与 材料 的 力学 性 能 有 关 ， 而 材料 的 力学 性 能 主要 由 实验 来 测 
定 ;材料 力学 的 理论 分 析 结果 也 应 由 实验 来 检验 ;， 还 有 一 些 尚 无 理论 分 析 结果 的 问题 ， 也 必须 
借助 于 实验 的 手段 来 解决 。 所 以 ， 实 验 研 究 和 理论 分 析 同样 是 材料 力学 解决 问题 的 重要 手段 。 



































| 5. 2 材料 力学 的 基本 假设 


所 有 构件 都 是 由 固体 材料 制 成 的 ， 它 们 在 外 力作 用 下 都 会 发 生变 形 ， 故 称 为 变形 固 
体 。 变形 固体 在 外 力作 用 下 所 产生 的 物理 现象 是 各 种 各 样 的 ， 为 了 研究 的 方便 ， 常 常 舍弃 


WHEE) 


" I 


那些 与 所 研究 的 问题 无 关 或 关系 不 大 的 特征 ， 而 只 保留 其 主要 特征 ， 并 通过 作出 某 些 假设 
将 所 研究 的 对 象 抽象 成 一 种 理想 化 的 “模型 ”。 例 如 ， 在 理论 力学 中 ,为 了 从 宏观 上 研究 
物体 机 械 运动 规律 ， 可 将 物体 抽象 化 为 刚体 ; 而 在 材料 力学 中 ,为 了 研究 构件 的 强度 、 刚 
度 和 稳定 性 问题 ， 则 必须 考虑 构件 的 变形 ， 即 只 能 把 构件 看 作 变 形 固体 。 

为 了 简化 性 质 复 杂 的 变形 固体 ， 通 常 作出 如 下 基本 假设 。 

(1) 连续 性 假设 : 即 认为 材料 无 间隙 地 分 布 于 物体 所 占 的 整个 空间 中 。 根 据 这 一 假 
设 ， 物 体内 因 受 力 和 变形 而 产生 的 内 力 和 位 移 都 将 是 连续 的 ， 因 而 可 以 表示 为 各 点 坐标 的 
连续 函数 ， 从 而 有 利于 建立 相应 的 数学 模型 。 

(2) 均匀 性 假设 : 即 认为 物体 内 各 点 处 的 力学 性 能 都 是 一 样 的 ,不随 点 的 位 置 而 变 
化 。 按 此 假设 ， 从 构件 内 部 任何 部 位 所 切取 的 微 元 体 ， 都 具有 与 构件 完全 相同 的 力学 性 
能 。 同样 ， 通 过 试 样 所 测 得 的 材料 性 能 ， 也 可 用 于 构件 内 的 任何 部 位 。 应 该 指出 ， 对 于 实 
际 材料 ， 其 基本 组 成 部 分 的 力学 性 能 往往 存在 不 同 程度 的 差异 ,但 是 ， 由 于 构件 的 尺寸 远 
大 于 其 基本 组 成 部 分 的 尺寸 ， 按照 统 计 学 观点 ， 仍 可 将 材料 看 成 是 均匀 的 。 

(3) 各 向 同性 假设 ， 即 认为 材料 沿 各 个 方向 凸 的 力学 性 能 都 是 相同 的 。 我 们 把 具有 这 
种 属性 的 材料 称 为 各 向 同性 材料 ， 如 低 碳 钢 、 铸 铁 等 。 在 各 个 方向 上 具有 不 同 力学 性 能 的 
材料 则 称 为 各 向 异性 材料 ， 如 由 增强 纤维 (碳纤维 、 玻 璃 纤维 等 ) 与 基体 材料 ( 环 氧 树脂 、 
陶瓷 等 ) 制 成 的 复合 材料 。 本 书 仅 研 究 各 向 同性 材料 的 构件 。 按 此 假设 ， 我 们 在 计算 中 就 
不 用 考虑 材料 力学 性 能 的 方向 性 ;而 可 沿 任意 方位 从 构件 中 截取 一 部 分 作为 研究 对 象 。 

此 外 ， 在 材料 力学 中 还 假设 构件 在 外 力作 用 下 所 产生 的 变形 与 构件 本 身 的 几何 尺寸 相 
比 是 很 小 的 ， 即 小 变形 假设 .根据 这 一 假设 ， 当 考虑 构件 的 平衡 问题 时 ， 一 般 可 咯 去 变形 
的 影响 ， 因 而 可 以 直接 应 用 理论 力学 的 分 析 方法 。 

实际 上 ,工程 材料 与 上 面 所 讲 的 “理想 ”材料 并 不 完全 相符 合 。 但 是 ， 材 料 力学 并 不 
关心 其 微观 上 的 差异 ， 而 只 着 眼 于 材料 的 宏观 性 能 。 实 践 表 明 ， 按 这 种 理想 化 的 材料 模型 
研究 问题 ， 所 得 的 结论 能 够 很 好 地 符合 实际 情况 。 即 使 对 某 些 均匀 性 较 差 的 材料 (如 铸铁 、 
混凝土 等 )， 在 工程 上 也 可 得 到 比较 满意 的 结果 。 


| 5. 3 外 力 、 内 力 与 截面 法 


























5.3.1 外 力 


作用 于 构件 上 的 荷载 和 约束 反 力 统称 为 外 力 。 

按 外 力 的 作用 方式 可 分 为 表面 力 和 体积 力 。 表 面 力 是 作用 于 构件 表面 的 力 ， 又 可 分 为 
分 布 力 和 集中 力 。 分 布 力 是 连续 作用 于 构件 表面 的 力 ， 如 作用 于 船体 上 的 水 压力 。 有 些 分 
布 力 是 沿 杆 件 的 轴线 作用 的 ， 如 楼 板 对 屋 梁 的 作用 力 。 如 果 分 布 力 的 作用 面积 远 小 于 构件 
的 表面 面积 ， 或 沿 杆 件 轴线 的 分 布 范围 远 小 于 杆 件 长 度 ， 则 可 将 分 布 力 简化 为 作用 于 一 点 
的 力 ， 称 为 集中 力 ， 如 列车 车 轮 对 钢轨 的 压力 。 体 积 力 是 连续 分 布 于 构件 内 部 各 质点 上 的 
力 ， 如 重力 和 惯性 力 等 。 
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按 荷 载 随时 间 变 化 的 情况 可 分 为 静 荷 载 与 动 荷载 。 随 时 间 变 化 极 缓慢 或 不 变化 的 荷 
载 ， 称 为 静 荷载 。 其 特征 是 在 加 载 过 程 中 ， 构 件 不 产生 加 速度 或 产生 的 加 速度 极 小 ， 可 以 
忽略 不 计 。 随 时 间 显 著 变 化 或 使 构件 各 质点 产生 明显 加 速度 的 荷载 ， 称 为 动 荷载 。 

构件 在 静 荷载 和 动 荷载 作用 下 的 力学 性 能 颇 不 相同 ， 分 析 方 法 也 不 完全 相同 ， 但 前 者 
是 后 者 的 基础 。 








5.3.2 内 力 











构件 在 未 受 外 力作 用 时 ， 其 内 部 各 质点 之 间 即 存在 着 相互 的 力作 用 , 正 是 由 于 这 种 
“固有 的 内 力 ” 作 用 ， 才 能 使 构件 保持 一 定 的 形状 。 当 构件 受到 外 力作 用 而 变形 时 ， 其 内 
部 各 质点 的 相对 位 置 发 生 了 改变 ， 同 时 内 力也 发 生 了 变化 , ,这 种 引起 内 部 质点 产生 相对 位 
移 的 内 力 ， 即 由 于 外 力作 用 使 构件 产生 变形 时 所 引起 的 “附加 内 力 ”， 就 是 材料 力学 所 研 
究 的 内 力 。 当 外 力 增加 ,使 内 力 超 过 某 一 限度 时 ,构件 就 会 破坏 ， 因 而 内 力 是 研究 构件 强 
度 问 题 的 基础 。 









































5.3.3 截面 法 


为 Denm eria haa -平面 将 构件 截 分 为 A、 刀 两 部 分 [图 5. 1(a)]， 
任 取 其 中 一 部 分 为 研究 对 象 (例如 A 部 分 )， 并 将 另 二 部 分 (例如 已 部 分 ) 对 该 部 分 的 作用 
以 截 开 面 上 is fe 由 于 eel 故 内 力 在 截面 上 是 连续 分 布 
的 [图 5. 1(b)]。 应 用 力 系 简化 理论 ， 这 一 连续 分 布 的 内 力 系 可 以 向 截面 形 心 C 简化 为 一 
ER Fr MEHM, 若 将 它们 沿 三 个 选 定 的 坐标 轴 ( 沿 构件 轴线 建立 工 轴 ， 在 所 截 横 截 
面 内 建立 y 轴 与 % 轴 ) 分 解 ， 便 可 得 到 该 截面 上 的 3 个 内 力 分 量 FRR ，FSs, 与 FEs， 以 及 3 个 
内 力 偶 矩 分 量 M,.. M, 与 M:[ 图 5. 1(c)]。 








(b) (c) 

图 5.1 

于 整个 构件 处 于 平衡 状态 .其 任 一 部 分 也 必然 处 于 平衡 状态 ， 故 只 需 考虑 A 部 分 的 
平衡 ， 根 据 理论 力学 的 静 力 平衡 条 件 ， 即 可 由 已 知 的 外 力求 得 截面 上 各 个 内 力 分 量 的 大 小 
和 方向 。 同 样 ， 也 可 取 B 部 分 作为 研究 对 象 ， 并 求 得 其 内 力 分 量 。 显 然 ，B 部 分 在 截 开 面 
上 的 内 力 与 A 部 分 在 截 开 面 上 的 内 力 是 作用 力 与 反作用 力 ， 它们 是 等 值 反 向 的 。 

上 述 这 种 假想 地 用 一 平面 将 构件 截 分 为 两 部 分 ， 任 取 其 中 一 部 分 为 研究 对 象 ， 根 据 静 
力 平衡 条 件 求 得 截面 上 内 力 的 方法 ， 称 为 截面 法 。 其 全 部 过 程 可 以 归纳 为 如 下 3 个 步骤 。 
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COD 在 需求 内 力 的 截面 处 ， 假 想 地 用 一 平面 将 构件 截 分 为 两 部 分 ， 任 取 其 中 一 部 分 为 
研究 对 象 。 

(2) 在 选取 的 研究 对 象 上 ， 除 保留 作用 于 该 部 分 上 的 外 力 外 ,还 要 加 上 弃 去 部 分 对 该 
部 分 的 作用 力 ， 即 截 开 面 上 的 内 力 。 

(3) 由 理论 力学 的 静 力 平衡 条 件 ， 求 出 该 截面 上 的 内 力 。 

必须 指出 ， 在 计算 构件 内 力 时 ， 用 假想 的 平面 把 构件 截 开 之 前 ， 不 能 随意 应 用 力 或 力 
偶 的 可 移 性 原理 ， 也 不 能 随意 应 用 静 力 等 效 原 理 。 这 是 由 于 外 力 移动 之 后 ， 内 力 及 变形 也 
会 随 之 发 生变 化 。 





























| 5.4 应力 与 应 变 


5.4.1 应 力 


上 节 我 们 应 用 截面 法 分 析 了 构件 截面 上 的 肉 力 ， 但是， 截面 法 仅 能 求 得 构件 截面 上 分 
布 内 力 系 的 主 和 撩 和 主 矩 。 一 般 情 况 下 内 力 在 截面 上 并 不 是 均匀 分 布 的 。 为 了 描述 内 力 系 
在 截面 上 各 点 处 分 布 的 强 弱 程度 、 我 们 需 引 入 内 力 集 度 ( 分 布 内 力 集中 的 程度 ) 即 应 力 的 
如 图 5. 2(a) 所 示 ， 在 受 力 构件 截面 上 任 一 点 天 的 周 于 取 一 微小 面积 AA， 并 设 作 用 于 
该 面积 上 的 内 力 为 AF， 则 AA 上 分 布 内 力 的 平均 集 度 为 : 
AF 


Pa TRA (5.1) 





(a) (b) 
图 5.2 


bs PA OA 上 的 平均 应 力 。 由 于 截面 上 的 内 力 一 般 并 非 均 匀 分 布 ， 因 而 平均 应 力 加 
之 值 及 其 方向 将 随 所 取 AA 的 大 小 而 异 。 为 了 更 准确 地 描述 点 K 的 内 力 分 布 情况 ， 应 使 
AA 趋 于 零 ， 由 此 所 得 平均 应 力 名 的 极限 值 ， 称 为 点 K 处 的 总 应 力 (或 称 全 应 力 )， 并 用 
表示 ， HU 
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显然 ， 总 应 力 p 的 方向 即 AF 的 极限 方向 。 为 了 分 析 方便 ， 通 常 将 总 应 力 p 分 解 为 垂 
直 于 截面 的 法 向 分 量 和 与 截面 相 切 的 切 向 分 量 r[ 图 5.2(b)]。 法 向 分 量 称 为 正 应 力 ， 
切 向 分 量 RKI. WR. SAH p 与 正 应 力 so WIL] c 三 者 之 间 有 如 下 关系 


y 
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p—gctÜ6 (5.3) 

应 力量 纲 是 CAVES. EE PE (dil rp. p 7] A 
位 是 “帕斯卡 ”(Pascal) 或 简称 帕 (Pa)，1Pa 二 1N/m*。 由 于 
这 个 单位 太 小 ， 使 用 不 便 ， 故 也 常 采 用 千 帕 (kPa) (kPa = 
10°Pa), 、 兆 帕 (MPa) (1MPa 王 10*Pa) 或 吉 帕 (GPa) (1GPa= 
10°Pa). 
M 5.3 节 我 们 知道 ， 内 力 分 量 是 截面 上 分 布 内 力 系 向 截 

面 形 心 简化 的 结果 ， 因 此 ， 从 图 5. 3 可 以 得 到 ， 受 力 构件 任 
一 截面 上 的 6 AANHIN, Fy, FMM.. Mp, M) 
该 截面 上 任 一 点 处 的 3 个 应 力 分 量 (c, tyo t ) 之 间 有 如 下 



































关系 式 ， 图 5.3 
Fy = | a.dA 
Fs, = [rod 
Fs: = [eda 


(5.4) 


M, = | (cy 一 roz)dA 
A 


M, = | o.2dA 





M. =- | cad 


RG. OR ARE A (4-46 R E09 P3 71 4) I ARE, fl EAR 
面 上 的 应 力 值 。 


5.4.2 应 变 


在 外 力作 用 下 ,构件 内 各 点 的 应 力 一 般 是 不 同 的 ， 同样， 构件 内 各 点 的 变形 程度 也 不 
相同 。 为 了 研究 构件 的 变形 ， 可 设想 将 构件 分 割 成 许多 微小 的 正六 面体 ( 当 六 面体 的 边 长 
趋 于 无 限 小 时 称 为 单元 体 )， 构 件 的 变形 可 以 看 作 是 这 些 单元 体 变 形 累 积 的 结果 。 而 单元 
体 的 变形 只 表现 为 边 长 的 改变 与 直角 的 改变 两 种 。 为 了 度量 单元 体 的 变形 程度 ， 人 们 定义 
了 线 应 变 与 切 应 变 两 个 物理 量 。 

线 应 变 是 指 单元 体 棱 边 长 度 的 相对 变化 量 ， 通 常用 s 表 示 。 

从 受 力 构件 内 任 一 点 K 处 取出 一 个 单元 体 如 图 5. 4(a) 所 示 ， 设 其 沿 z 轴 的 棱 边 KB 
原 长 为 Arz， 变 形 后 长 度 为 Az 十 Ax[ 图 5. 4(b)]. Au FABIA KB 的 伸 长 量 ， 而 Au 与 Ar 
的 比值 ， 则 称 为 棱 边 KB 的 平均 线 应 变 ， 用 se 表示 ， 即 : 























em = A (5.5) 
其 极限 值 : 
= tent du 
eim dx c36 


w 


ut enn 


则 称 为 点 天 处 沿 z 轴 方 向 的 线 应 变 。 同 样 ， 我 们 也 可 以 定义 点 处 沿 y、z 轴 方 向 的 
线 应 变 6,、e.。 线 应 变 是 一 个 无 量 纲 的 量 。 





(a) (b) (c) 
图 5.4 
切 应 变 是 指 单元 体 两 条 互相 垂直 的 棱 边 所 夹 直 角 的 改变 量 ， 也 称 为 剪 应 变 或 角 应 变 ， 
Hym. 
例如 ， 如 图 5. 4c) Aras. Fifa BCK 变形 以 后 的 改变 量 y,, 就 是 点 K 在 zy 平面 内 的 切 
应 变 。 类 似 地 ， 也 可 定义 点 在 yz 平面 及 zx 平面 内 的 切 应 变 y,: 和 7.,。 切 应 变 也 是 一 个 
无 量 纲 的 量 ， 通 常用 弧度 来 度量 。 


5.4.3 简单 的 应 力 - 应 变 关系 
在 实际 构件 中 ,经 常 可 以 在 构件 内 的 某 一 点 处 取得 如 图 5. 5(a) 或 图 5.5(b) 所 示 应 力 


情况 的 单元 体 ， 这 是 微 元 体 受 力 最 基本 、 最 简单 的 两 种 形式 ， 前 者 称 为 单 向 受 力 或 单 向 应 
力 状 态 ， 后 者 称 为 纯 剪 切 应 力 状态 。 





图 5.5 
对 于 工程 中 常用 材料 制 成 的 构件 实验 结果 表明 : 若 在 线 弹性 范围 内 加 载 (应 力 小 于 
某 一 极限 值 )， 对 于 只 承受 单 向 应 力 状 态 或 纯 剪 切 应 力 状 态 的 微 元 体 ， 正 应 力 与 线 应 变 以 
及 切 应 力 与 切 应 变 之 间 存 在 着 线性 关系 ， 即 : 





o=Ee (5.7) 
r=Gy (5. 8) 





sth, E. G—SM BARA. APR Et Colo RIRE) 和 剪 切 弹性 模 
量 (或 切 变 模 量 )。 

式 (5.7) 和 式 (5. 8) 即 为 描述 线 弹性 材料 物性 关系 的 方程 ， 前 者 称 为 胡 克 定律 ， 后 者 称 
为 剪 切 胡 克 定律 。 所 谓 线 弹性 材料 是 指 弹性 范围 内 加 载 时 应 力 -应 变 满足 线性 关系 的 材料 。 


GE 
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| 5. 5 杆 件 变形 的 基本 形式 


工程 实际 中 的 构件 是 各 种 各 样 的 ， 但 按 其 几何 特征 大 致 可 以 简化 为 杆 、 板 、 壳 和 块 体 
等 。 本 书 所 研究 的 只 是 其 中 的 杆 件 。 所 谓 杆 件 是 指 其 长 度 远大 于 其 横向 尺寸 的 构件 。 

杆 件 在 不 同 的 外 力作 用 下 ， 其 产生 的 变形 形式 各 不 相同 ， 但 通常 可 以 归结 为 以 下 四 种 
基本 变形 形式 以 及 它们 的 组 合 变形 形式 。 

l. 轴 向 拉 伸 或 压缩 

杆 件 受到 与 杆 轴线 重合 的 外 力作 用 时 ， 杆 件 的 长 度 发 生 伸 长 或 缩短 ,这 种 变形 形式 称 
为 轴 向 拉 伸 [图 5.6Ca)] 或 轴 向 压缩 [图 5. 6(b)]。 如 简单 顶 架 中 的 桂 件 通常 发 生 轴 向 拉 伸 
或 压缩 变形 。 






































Ho ee 


(a) i 


一 -一 ES 


在 垂直 于 杆 件 轴线 方向 受到 一 对 大 小 相等 、 方 向 相反 、 作 用 线 相距 很 近 的 力作 用 时 ， 
杆 件 横 截 面 将 沿 外 力作 用 方向 发 生 错 动 (或 错 动 趋势 )， 这 种 变形 形式 称 为 剪 切 [图 5. 6 
(c)]。 机 械 中 常用 的 连接 件 ， 如 键 、 销 钉 、 螺 栓 等 都 产生 剪 切 变形 。 

3. 扭转 

在 一 对 大 小 相等 、 转 向 相反 、 作 用 面 垂直 于 直 杆 轴线 的 外 力 偶 作 用 下 ， 直 杆 的 任意 两 
个 横 截 面 将 发 生 绕 杆 件 轴线 的 相对 转动 ， 这 种 变形 形式 称 为 扭转 [图 5. 6(d)]。 工 程 中 常 将 
发 生 扭转 变形 的 杆 件 称 为 轴 。 如 汽车 的 传动 轴 、 电 动机 的 主轴 等 的 主要 变形 ， 都 包含 扭转 
变形 在 内 。 

4. 弯曲 

在 垂直 于 杆 件 轴线 的 横向 力 ， 或 在 作用 于 包含 杆 轴 的 纵向 平面 内 的 一 对 大 小 相等 、 方 
和 句 相 反 的 力 偶 作 用 下 ， 直 杆 的 相 邻 横 截 面 将 绕 垂直 于 杆 轴线 的 轴 发 生 相 对 转动 ， 杆 件 轴线 
直线 变 为 曲线 ， 这 种 变形 形式 称 为 弯曲 [图 5. 6(e)]。 如 桥 式 起 重 机 大 梁 、 列 车 轮轴 、 
车 刀 等 的 变形 ， 都 属于 弯曲 变形 。 凡 是 以 弯曲 为 主要 变形 的 杆 件 ， 称 为 梁 。 

产生 弯曲 变形 的 梁 除 承受 横向 荷载 外 ， 还 必须 有 支 座 来 支撑 它 ， 常 见 的 支 座 有 三 种 基 
本 形式 : 固定 端 、 固 定 铵 和 活动 铵 支 座 ， 分 别 如 图 5. 7(a) 、(b) 、(c) 所 示 。 根 据 梁 的 支撑 
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情况 ,一般 把 梁 简 化 为 三 种 基本 形式 : 悬臂 粱 、 简 支 梁 和 外 伸 梁 ， 分 别 如 图 5. 8(a) (DD. 
(c) 所 示 。 














(a) F, 


F, (a) j= 


F, 
(b) Y 
(b) E — 
F, 
(c) 
(c) 
F, f 


图 5.7 图 5.8 


其 他 更 为 复杂 的 变形 形式 可 以 看 成 是 某 几 种 基本 变形 的 组 合 形式 ， 称 为 组 合 变 形 。 如 
传动 轴 的 变形 往往 是 扭转 与 弯曲 的 组 合 变形 形式 等 。 


a 考 题 


5-1 试 判断 下 列 结论 的 正确 性 。 
(1) 同一 截面 上 正 应 力 o 与 切 应 力 z 必 相互 垂直 。 
D 同 二 截面 上 各 点 的 正 应 力 o 必定 大 小 相等 ， 方 向 相同 。 
(3) 同一 截面 上 各 点 的 切 应 力 必 相互 平行 。 
5-2 试 判断 下 列 结论 的 正确 性 。 
D 车 物体 产生 位 移 ， 则 必定 同时 产生 变形 。 
D 若 物体 各 点 均 无 位 移 ， 则 该 物体 必定 无 变形 。 
(3) 若 物体 无 变形 ， 则 必定 物体 内 各 点 均 无 位 移 。 
» (4) 车 物体 产生 变形 ， 则 必定 物体 内 各 点 均 有 位 移 。 
5-3 试 判断 下 列 结论 的 正确 性 。 
D 车 物体 的 各 部 分 均 无 变形 ， 则 物体 内 各 点 的 应 变 
均 为 零 。 
(2) 车 物体 内 各 点 的 应 变 均 为 零 ， 则 物体 无 位 移 。 
5-4 图 5.9 所 示 结 构 中 , 杆 1、 杆 2 和 杆 3 各 发 生 
Hise? 什么 变形 ? 
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5-1 用 截面 法 求 图 5. 10 所 示 结 构 中 1 一 1 和 2 一 2 截面 的 内 力 。 
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图 5.10 





图 5.11 


5-3 如 图 5.12 所 示 , 一 等 直 杆 的 横 截面 为 等 边 三 角形 . 
为 均匀 分 布 。 试 求 该 截面 上 内 力 的 合力 及 其 作用 点 的 位 置 。 
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教学 目标 


本 章 将 具体 地 运用 求 内 力 的 方法 截面 法 来 对 杆 件 进 行内 力 分 析 ， 并 绘制 相应 的 内 
力图 。 通 过 本 章 的 学 习 ， 应 达到 以 下 目标 。 

CD 正确 理解 杆 件 一 般 受 力 情况 下 的 四 种 内 力 分 量 。 

(2) 熟练 掌握 用 截面 法 求 内 力 方程 ， 并 画 内 力图 。 











(3) 热 练 掌握 剪 力 、 索 纸 与 荷载 集 度 间 的 微 积分 关系 ， 并 用 来 画 梁 的 前 力图 与 这 
a. 
教学 要 求 
知识 要 点 能 力 要 求 相关 知识 
CD 正确 理解 杆 件 一 般 受 力 情况 下 的 四 种 内 力 (1) 截面 法 
PL dE (2) dà. dE, WA dede 


AEN Dai, dade. AAA 
BA 
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杆 件 的 内 人 BER. TARE | gem ahi 
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| 6.1 杆 件 的 内 力 分 量 、 内 力 方程 及 内 力图 


6.1.1. 杆 件 的 内 力 分 量 





从 5. 3 节 我 们 知道 在 一 般 情况 下 ， 受 力 杆 件 蕉 面 上 分 布 的 内 力 系 可 以 向 截面 形 心 简 
化 为 一 主 矢 Fe 和 一 主 矩 M。 车 以 杆 件 的 轴线 为 x 轴 ， 在 模 截面 上 再 取 y 轴 和 z 轴 ， 则 在 
直角 坐标 Oxyz N, ER Fe 可 以 分 解 为 沿 3 个 坐标 轴 方 向 的 分 量 Fu. Fst Fs; EM 
可 以 分 解 为 绕 3 A" ih ZH M., M, SMAS. 了 )。 因 此 ， 在 一 般 情况 下 ， 杆 件 横 
截面 上 的 内 力 有 6 个 分 量 ， 它 们 分 别 对 应 于 某 种 基本 变形 。 依 其 对 应 的 变形 形式 ，6 个 内 
力 分 量 可 以 归纳 为 4 种 内 力 ， 即 ; 

CD 沿 工 轴 的 内 力 分 量 Fs， 对 应 主 杆 件 轴 向 拉 伸 或 压缩 
变形 ， 称 为 轴 力 。 

(2) ft y MERI e 轴 的 内 力 分 量 Fs, 与 Fs ， 对 应 于 丁 件 前 
切 变形 ， 称 为 前 力 。 

(3) if x JEZE M,， 对 应 于 丁 件 扭转 变形 ， 
称 为 扭矩， 常用 代表 示 。 

CD T MERI e 轴 的 内 力 偶 矩 分 量 M; 和 M-， 对 应 于 杆 
ESME, ABAE, — 


























确定 杆 件 截面 上 内 力 的 方法 是 截面 法 。 
下 面 举 例 说 明 。 


例 6.1 图 6.2(a) 所 示 之 平面 直角 折 杆 ABC 的 A 端 为 固定 端 ，C 端 受 集中 力 FF 及 
F: 作用 , J F 与 ABC 折 杆 所 在 平面 垂直 , J F 在 ABC 平 面 内 且 与 BC 段 垂 直 。 试 求 
AB 段 内 工 一 工 截面 上 的 内 力 分 量 。 
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RE: 从 工 一 工 截面 处 截 开 ， 取 右 段 部 分 作为 研究 对 象 ， 并 在 截面 上 加 上 6 个 内 力 分 
量 ， 如 图 6. 2(b) 所 示 。 


























EF,=0, Fy—F,=0. Fy=F; 

DF,=0, Fsy—F,=0, F&—F, 

>F.=0, Fs =0 

=M,=0, T+F\a=0. T——Fia 

XM,-—0. M,—F:a=0, M,—F;a 

EM.=0, M.—F,\b=0, M.=F\b 

注意 : 若 求 得 的 内 力 分 量 为 正 ， 则 表示 其 方向 与 图 示 假 定 方向 相同 ;， 若 求 得 的 内 力 分 
量 为 负 ， 则 表示 其 方向 与 图 示 假 定 方向 相反 。 
同样 ， 我 们 也 可 以 取 工 一 工 截面 左 段 部 分 作为 研究 对 象 ， 并 求 得 工 一 工 截 面 上 的 6 个 
内 力 分 量 [此 时 须 先 求 出 固定 端的 约束 反 力 ( 偶 )]， 其 大 小 应 与 前 面 求 得 的 相同 ， 但 方向 相 
反 ， 请 读者 自行 验证 。 
为 了 使 由 取 截 面 左 段 部 分 或 右 段 部 分 为 研究 对 象 所 求 得 的 同一 截面 上 的 内 力 分 量具 有 
相同 的 正 负 号 ， 联 系 到 变形 情况 ， 作 出 如 下 的 符号 规定 。 
CD 关于 轴 力 Fy: 规定 拉 伸 时 的 轴 力 为 正 ， 压 缩 时 的 轴 力 为 负 [ 图 6. 3(a)]。 
(2) 关于 扭矩 T: 按 右手 螺旋 法 则 把 工 表示 为 矢量 ， 当 矢量 方向 与 截面 的 外 法 线 方 向 
一 致 时 为 正 ， 反 之 则 为 负 [ 图 .6.3(b)]。 
(3) 关于 剪 力 Fs: -从 横 截 面 的 内 侧 截取 微 段 des 凡 使 微 段 有 顺 时 针 方 向 转动 趋势 的 
剪 力 规定 为 正 ， 反 之 为 负 [ 图 6.360 ]. 
(4) 关于 弯 矩 M:- 使 微 段 dz 弯曲 变形 西向 平方 时 ， 此 截面 上 的 弯 矩 为 正 ， 反 之 为 负 

CKI 6. 3€]. 




















Fx 为 正 7 为 正 
Fx 为 负 7 为 负 


(b) 


(a) 
fo e” c» 
Nay) 
FOIE FAR MM 为 下 MA 
(c) (d) 
6.3 
还 应 指出 ， 若 杆 件 处 于 空间 受 力 情 况 时 ， 关 于 剪 力 和 弯 矩 的 符号 规定 ， 则 应 使 杆 件 绕 
工 轴 ( 即 杆 件 轴线 ) 旋 转 ， 使 y 轴 或 = 轴 旋 转 至 垂直 向 上 时 ， 依 据 上 述 符号 规则 确定 其 正 负 
号 。 例 如 ,在 图 6. 2(b) 所 示 工 一 工 截面 上 的 6 个 内 力 分 量 中 ，ZR WR. Fst Fs. WIE. 
TAR, M, 为 正 ，M- 为 负 。 
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6.1.2. 杆 件 的 内 力 方程 与 内 力图 


一 般 情 况 下 ， 受 力 杆 件 各 横 截 面 上 的 内 力 是 不 相同 的 ， 即 内 力 是 横 截 面 位 置 坐标 x 的 
函数 。 描 写 内 力 随 截面 位 置 变 化 规律 的 函数 式 ， 称 为 内 力 方程 。 根 据 内 力 的 分 类 ， 内 力 方 
程 可 以 分 为 轴 力 方程 、 扭 矩 方程 、 剪 力 方程 和 弯 矩 方程。 根据 内 力 方程 ， 可 以 计算 出 杆 件 
任 一 横 截 面 上 的 内 力 。 

工程 上 除了 以 内 力 方程 描述 杆 件 内 力 的 变化 规律 外 ， 更 多 的 是 用 图 形 描绘 内 力 沿 杆 轴 
线 的 变化 规律 ， 即 用 平行 于 杆 轴 的 横 坐 标 轴 ae 表示 横 截 面 的 位 置 ， 用 纵 坐 标 表示 对 应 截面 
上 的 内 力 ， 这 种 图 形 称 为 内 力图 。 内 力图 包括 轴 力 图 (Fs 图 )、 扭 矩 图 ( 工 图 )、 剪 力图 CFs 
EDAS ERM ED 。 

l. 轴 力 与 轴 力 图 

发 生 轴 向 拉 伸 或 压缩 变形 的 杆 件 ， 其 模 截面 上 的 内 为 分 量 只 有 轴 力 ， 求 轴 力 的 方法 是 
截面 法 。 下 面 举例 说 明 。 

例 6.2 直 杆 受 力 如 图 6.4(a) 所 示 。 已 知 : F\=15kN, F,=12kN, F,—8kN. 试 计 
算 杆 各 段 的 轴 力 ， 并 作 轴 力图 。 
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图 6.4 
解 : CD 计算 约束 力 FA， 由 整个 杆 的 平衡 方程 
EF, =0, —Fa +F —F: +F, =0 
得 Fa=F, —F,+F;=15—12+8=11kN 
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(2) 分 段 计 算 轴 力 。 

设 AB 、BC 和 CD 段 的 轴 力 均 为 拉力 ， 并 分 别 用 Fa. FEL Fs 表示 ， 则 由 图 6. 4 
(b)、(c) 与 (d) 列 平衡 方程 学 F, 二 0， 可 得 

Fw —F4—101IkN 

Fy =F,—F, =—4kN 

Fy; =F; =8kN 
所 求 得 Fw 为 负 ， 说明 BC 段 轴 力 的 实际 方向 与 所 设 方向 相反 ， 即 应 为 压力 。 
(3) 画 轴 力 图 。 

根据 上 述 轴 力 值 ， 画 出 轴 力 图 如 图 6. 4(e) 所 示 。 可 见 最 大 轴 力 发 生 在 AB 段 内 ， 其 值 
为 Fu 一 11kN。 

从 上 述 轴 力 图 还 可 以 总 结 出 如 下 规律 : 四 轴 力 与 杆 件 截面 尺寸 无 关 ; 四 某 段 杆 无 外 力 
EE 用时， 该 段 杆 轴 力 为 常量 ; @ 某 截面 作用 集中 力 时 ， 该 截面 的 轴 力 图 突变 ， 突 变 值 等 于 
集中 力 ; 关于 突变 方向 ， 若 该 集中 力 使 右 侧 截面 受 拉 “ 则 往 正 向 突变 ， 反 之 则 相反 。 

2. 41464 Ja 4E I] 
发 生 扭转 变形 的 杆 件 ， 通 常 称 为 轴 ， 如 机 器 中 的 传动 轴 、 发 动机 的 主轴 、 螺 丝 刀 等 。 
轴 在 外 力 偶 矩 作用 下 ， 其 横 截 面 上 的 内 为 分 量 只 有 扭矩 。 

关于 机 械 中 的 传动 轴 问 题 ， 有 时 并 不 直接 给 出 作用 在 轴 上 的 外 力 偶 矩 m, ifi FL Hh di 
所 传送 的 功率 P 和 轴 的 转速 w,, 这 时 需要 根据 功率 、 转 速 和 外 力 偶 矩 之 间 的 关系 ， 求 出 使 
轴 发 生 扭转 的 外 力 偶 矩 。 

设 传动 轴 输 入 的 功率 为 P 千 瓦 (kW)， 则 传动 轴 每 分 钟 输入 的 功 为 

W=PX10 X606N * m) 
输入 的 功 驱 使 传动 轴 转 动 ， 即 相当 于 给 传动 轴 施 加 了 外 力 偶 矩 。 设 传动 轴 的 转速 为 n 
转 / 分 (r/min)、 则 外 力 偶 矩 m 每 分 钟 所 做 的 功 为 
W=m* 2xn(N * m) 
显然 ， 外 力 功 应 该 等 于 输入 的 功 ， 即 
m * 2xn— PX 10? X60 


























所 以 











m=9549 Po. m) —9. 549 PN +m) (6.1) 
式 中 .功率 已 的 单位 是 千瓦 (kW)， 转 速 的 单位 是 转 / 分 (r/min) 。 
用 相同 的 办 法 ， 可 以 求 得 当 功 率 为 已 马力 (PS) 时 (1PS =735.5N * m/s). Sh RE 
m 的 计算 公式 为 





m=7024 PN + m)—7.024 PN vin) (6.2) 


在 确定 外 力 偶 的 转向 时 ， 应 注意 到 主动 轮 上 的 外 力 偶 的 转向 与 轴 的 转动 方向 相同 ， 而 
从 动 轮 上 的 外 力 偶 的 转向 则 与 轴 的 转动 方向 相反 ， 这 是 因为 从 动 轮 上 的 外 力 偶 是 阻力 偶 。 

例 6.3 传动 轴 如 图 6. 5(a) 所 示 ， 主 动 轮 也 输入 的 功率 为 Pe 一 10. 5kW， 从 动 轮 A 和 
C 输出 的 功率 分 别 为 Pa=4kW, Pe=6.5kW. 轴 的 转速 2 一 680r/min， 试 画 出 轴 的 捏 
ABRIL 


GE 








解 : (1) 计算 外 力 偶 矩 。 


(b) 


(c) 


(d) 


emo 杆 件 的 内 力 分 析 
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f 四 i x 
91.2N-m 
图 6.5 


根据 公式 (6. 1) 可 求 得 各 齿轮 所 受到 的 外 力 偶 矩 分 别 为 : 


(2) 计算 扭矩 。 


my = 9549 


Pa Lo549x A. = 
A = 9549 X 555-56. 2N* m 


Ps 10.5 


my —9549 一 —9549X-———147.4N * m 


n 680 
Bi 6.5 


mc =9549 Fp 9849 X Ga = 91. 2N-m 


求 AB 段 的 扭矩 时 ,可 在 AB 段 内 假想 地 用 1 一 1 截面 将 轴 截 开 ， 取 左 段 为 研究 对 象 ， 
并 设 该 截面 上 的 扭矩 T 为 正 [图 6.5(b)]， 由 平衡 条 件 


得 











3M,-—0,. T;—m,=0 


T: =m,=56.2N*m 


同 理 ， 由 图 6. 5(c) 求 得 BC 段 的 扭矩 为 











T; 














ma —mp=56. 2 一 147. 4 91. 2N。m 


式 中 负 号 表示 T 的 转向 与 假设 方向 相反 ， 即 实际 扭矩 是 负 值 。 





CD 画 扭矩 图 。 


根据 各 段 扭矩 值 画 出 扭矩 图 如 图 6. 5(d) 所 示 。 

3. WA. FHSHAR, FHA 

以 弯曲 变形 为 主 的 杆 件 ， 通 常 称 为 梁 。 如 房屋 结构 中 的 横梁 、 桥 式 起 重 机 大 粱 等 。 梁 
在 横向 外 力 或 作用 面 在 包含 梁 轴 线 平面 内 的 外 力 偶 窍 作用 下 ， 其 横 截 面 上 的 内 力 分 量 通常 
包括 剪 力 和 弯 矩 。 求 剪 力 和 弯 矩 的 方法 仍然 是 截面 法 。 


wo 
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例 6.4 图 6.6(a) 所 示 悬 臂 梁 AB， 承 受 向 下 的 均 布 荷载 g 作用 ， 试 建立 梁 的 剪 力 方 
Ma. IFO AAAS eA. 











q 3 
(a) A í B 
x 
I ————— ——4 
CC 
(b) EL 2M» 
* Fix) 
Fa 
o x 
© | Oa 
ql 
aÈ 
Tr 
(d) 6 x 
M 
6.6 


解 : CD AD 7] Jr AAAS ARE e 
HE A 为 原点 ”并 用 坐标 表示 横 截 面 的 位 置 ; 用 截面 法 切取 左 段 为 研究 对 象 [ 图 6. 6 
(b)]。 在 截面 上 分 别 按 正 向 假定 剪 力 Fs(z7 和 弯 矩 M(xz)， 根据 左 段 的 平衡 条 件 ， 得 梁 的 
剪 力 方程 和 弯 托 方程 分 别 为 
FsGr)— —qx (Om rm (a) 


MG) — Lar (occa (b) 


(2) imi 99 73 Fel As EK 
式 (a) 表 示 Fs Ca Fe x f I PRS. H. Fs(0)=0. Fs) =q.. 
Ji RAY DY 7 AUN 6. 6(c) 所 示 。 
式 (b) 表 示 Ma) E x WU PRR. SERAH Ue. 最 少 需要 确定 图 形 上 的 3 个 
点 ， 方 能 画 出 这 条 曲线 。 例 如 : 












































z=0, M(0)=0 
— L = 1 2 
r= 9+ M(7)- 78 
zl, MD 一 一 二 qt 
最 后 画 出 弯 和 矩 图 如 图 6. 6(d) 所 示 。 
例 6.5 外 伸 梁 受 力 如 图 6. 7(a) 所 示 。 试 列 出 该 梁 的 剪 力 方程 与 弯 矩 方程 ， 并 画 出 剪 
AR MAA 


BBY 
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M) 了 
[1 
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B — 4a 


F(x) 
(d) 





fF: CD 求 支 座 反 力 。 
以 整个 梁 为 研究 对 象 ， 列 平衡 方程 


IM, =0, Fp *.3a—3qa * zatqa’ 0 











Fp 入 Baa 


MFE,—0. Fa+Fg—3qa=0 


TEE 
Fa= 6 4 


(2) ENE DY JI 2E RES PS Bs RR. 
取 坐 标 如 图 6. 7(a) 所 示 , 在 AC RREPERI ABLE. JRE BEDI Fsi (AM 
弯 矩 Mi(x) 如 图 6.7(b) 所 示 ， 由 该 部 分 平衡 条 件 得 


Fa (2) =F, = Fae (0ccrsca) 


Mi (2)=F, + x= qar (Oxcrzca) 
在 CB 段 同 样 取 左 半 部 分 为 脱离 体 ， 如 图 6. 7(c) 所 示 ， 由 该 部 分 平衡 条 件 可 求 得 


Fo) qa —qr (aXr<3a) 


3 


2 qa’ (a&r&3a) 


M;G)-—— las + 县 ouz 一 


WHEE) 


"I 


在 BD 段 取 右 半 部 分 作为 脱离 体 ， 如 图 6. 7 (0D 所 示 ， 由 该 部 分 的 平衡 条 件 可 求 得 
Fa (z) 一 一 qz 十 4qa Gara) 


M;(x2)=— ier -cF4qax—8qa?  (Sactrz4a) 


(3) 画 剪 力 图 和 弯 矩 图 。 
依据 剪 力 方程 和 弯 矩 方程 ， 分 别 画 出 剪 力图 和 弯 矩 图 如 图 6.7(e)、(f) 所 示 。 
从 上 述 剪 力 方程 和 弯 矩 方程 可 以 得 出 

dFs dM 


dr 7 dr 
这 实际 上 是 普遍 成 立 的 规律 ， 我 们 将 在 6. 3 中 详细 研究 。 
应 该 指出 ， 在 土木 工程 中 习惯 于 将 梁 的 弯 矩 图 画 在 梁 受 拉 的 一 侧 ， 即 正 的 弯 和 矩 画 在 横 
的 弯 矩 画 在 横 坐 标 轴 的 上 侧 。 本 书 约定 将 梁 的 弯 矩 图 画 在 梁 受 拉 的 一 侧 。 








Fs 


| 6.2 平面 刚 架 和 曲 杆 的 内 力 分 析 


6.2.1 平面 刚 架 的 内 力 分 析 





刚 架 是 由 若干 根 杆 刚性 连结 而 成 的 结构 ， 杆 与 杆 之 间 在 连接 处 不 能 相对 转动 ， 其 来 角 
保持 不 变 。 若 组 成 刚 架 的 各 根 杆 都 在 同一 平面 内 且 外 力 ( 偶 ) 也 都 作用 于 该 平面 内 ， 则 这 
种 刚 架 称 为 平面 刚 架 ， 否则 就 称 为 空间 刚 架 。 

求 刚 架 的 内 力 ， 仍 需 采 用 截面 法 。 

一 般 情况 下 ， 平 面 刚 架 横 截 面 上 的 内 力 有 轴 力 、 剪 力 和 弯 矩 。 轴 力图 和 剪 力 图 可 画 在 
杆 的 任意 一 侧 ， 但 需 注 明正 负 号 (其 正 负 号 的 约定 与 直 杆 的 一 致 ) FSER, EERIE 
程 中 ， 通 常 约定 将 弯 矩 图 画 在 各 段 杆 的 受 拉 的 一 侧 ， 而 在 机 械 工 程 中 ， 则 将 弯 矩 图 画 在 各 
段 杆 的 受 压 的 一 侧 ， 且 不 需 注 明正 负 号 。 本 书 约定 将 弯 矩 图 画 在 各 段 杆 受 拉 的 一 侧 。 

例 6.6 平面 刚 架 受 力 如 图 6. 8(a) 所 示 。 试 作 刚 架 的 内 力图 。 
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Mee 杆 件 的 内 力 分 析 


解 : 计算 内 力 时 ， 一 般 应 先 求 刚 架 的 约束 反 力 。 本 题 中 刚 架 的 C 端 为 自由 端 ， 若 取 包 











含 自由 端的 部 分 为 研究 对 象 [图 
力 方 程 : 
CB ROST <a): 























BA R(0<2»<a): 


6. 8(a)]， 就 可 以 不 求 约束 反 力 。 下 面 分 别 列 出 各 段 杆 的 内 


Fx(x1)=0 
Fs(zl) 一 qzl 


MG) — e (上 侧 受 拉 ) 


Fy Gr?) =—qa 
Fs(x:)=0 


M(x) = Fae" ( 左 侧 受 拉 ) 


根据 各 段 杆 的 内 力 方程 ， 即 可 绘 出 轴 力 、 剪 力 和 弯 矩 图 ， 分 别 如 图 6. 8C(b)、(c) 和 (d) 


所 示 。 


6.2.2 平面 曲 杆 的 内 力 分 析 


工程 中 有 些 构件 ， 如 活塞 环 、 拱 等 、 其 轴线 是 一 条 平面 曲线 ， 且 一 般 都 有 一 个 纵向 对 








称 面 ， 当 外 力 ( 偶 ) 作 用 于 该 对 称 
杆 横 截 面 上 的 内 力 一 般 有 轴 力 、 











弯 矩 使 曲 杆 的 曲率 增 天 ( 即 曲 杆 外 侧 受 拉 ) 时 规定 为 正 。 


计算 平面 曲 杆 的 内 力 通常 还 
置 较为 方便 。 作 平面 曲 杆 的 内 力 








面 内 时 ， 曲 杆 也 将 发 生平 面 弯 曲 ， 称 为 平面 曲 杆 。 平 面 曲 
剪 力 和 弯 矩 。 轴 力 、 剪 力 的 符号 规定 与 直 杆 的 规定 相同 ， 








是 采用 截面 法 ， 且 对 圆 弧 形 曲 杆 选用 极 坐标 表示 其 截面 位 
图 常常 以 内 力 方程 为 依据 ， 以 曲 杆 的 轴线 为 基准 线 ， 沿 其 


轴线 的 法 线 方向 标 出 内 力 的 大 小 ， 并 约定 : 将 弯 矩 图 画 在 曲 杆 受 拉 的 一 侧 (机 械 类 习惯 于 


KEES KE ES ii f MFF SZE AY 0D » 
$06.7 圆 弧 形 曲 杆 受 集中 
试 求 曲 杆 的 内 力 方程 ， 并 作 内 力 





而 不 在 图 中 注 明 正 负 号 。 
荷载 下 作用 如 图 6.9(a) 所 示 , 已 知 曲 杆 轴线 的 半径 为 RR， 
图 。 

















解 : 取 圆心 O 为 极点 ， 以 0B 为 极 轴 ， 并 用 0 表示 横 截 面 的 位 置 [图 6. 9(a)]。 应 用 截 
面 法 截取 BC 弧 段 为 研究 对 象 ， 作 受 力 分 析 如 图 6. 9(b) 所 示 。 由 平衡 方程 可 求 出 : 





在 上 式 所 适用 的 范围 内 ， 对 
以 曲 杆 的 轴线 为 基线 ， 将 算得 的 
的 光滑 曲线 即 为 曲 杆 的 轴 力 、 剪 














FN(O) 一 一 Fsing (o<o<3) 


F.G)—Fcosó (0<0<#) 


M@)=FRsind (ox) 


0 取 不 同 值 ， 算出 各 相应 横 截 面 上 的 轴 力 、 剪 力 和 弯 矩 。 
轴 力 、 剪 力 和 弯 矩 分 别 标 在 相应 的 径 向 线 上 ， 连 接 这 些 点 
力 和 弯 矩 图 ， 分 别 如 图 6. 9(c) 、(d) 、(e) 所 示 。 
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| 6.3 用 简易 法 作 梁 的 剪 力 图 和 弯 和 矩 图 


在 6.1. 2 小 节 申 介绍 了 由 杆 件 的 内 力 方程 作 内 力图 ， 其 中 轴 力 图 与 扭矩 图 一 般 都 很 简 
单 。 变 化 较 复杂 ， 作 图 较 困 难 的 是 剪 力图 和 弯 和 矩 图 ， 要 列 出 梁 的 剪 力 和 弯 矩 方程 往往 也 比 
较 麻 烦 ， 因 此 ,在 本 节 中 将 介绍 一 种 不 需 列 出 剪 力 和 弯 矩 方程 ， 而 直接 作出 梁 的 前 力图 和 
弯 矩 图 的 简易 方法 ， 即 利用 剪 力 、 弯 矩 与 荷载 集 度 间 的 关系 来 作 梁 的 前 力图 和 弯 和 矩 图 。 




















6.3.1 前 力 、 弯 矩 与 荷载 集 度 间 的 微分 关系 











设 一 梁 上 作用 有 任意 的 分 布 荷载 ， 其 集 度 为 g(x)， 并 规定 q(x) 向 上 为 正 [图 6. 10 
(a)]。 从 梁 中 取出 长 为 dz 的 微 段 来 研究 [图 6. 10(b)]。 设 此 微 段 梁 左 侧 截面 上 的 剪 力 和 
弯 矩 分 别 为 FsCz) 和 MGO ， 右 侧 截面 上 的 剪 力 和 杰 矩 分 别 为 Fs HAFS GO RE MGO + 
dM(z)， 作 用 于 此 微 段 梁 上 的 分 布 荷载 可 视 为 均 布 。 并 设 以 上 各 力 ( 偶 ) 秋 为 正 向 。 由 梁 微 
段 的 平衡 方程 



































XF,=0 
可 得 Fs(z) 十 gCz)dz 一 [FsCz) 十 dFsCz)] 一 0 
dslr)  ，:; 
ERGO qo) (6. 3) 
Mo=0 
得 MG) --dMG) -MG) — FsG) + dr—g(z) + de BS=0 


(GE 


‘Mem nios nd 


略 去 高 阶 微量 g(x)。 ， 可 得 


dM(Cz) 
dx 
若 将 式 (6.4) 对 工 取 导 数 ， 并 将 式 (6. DRA. WAS 
dMCz)_dFs(Cz) 
da? dx 
VL EXHI 320999 73. SH SRM KARR. Elana: 前 力图 中 
某 点 处 的 切线 斜率 等 于 梁 上 对 应 点 处 的 荷载 集 度 ; 弯 矩 图 中 某 点 处 的 切线 斜率 等 于 梁 上 对 
应 截面 上 的 剪 力 。 显 然 ， 在 梁 上 的 集中 力 或 集中 力 偶 作 用 处 上 述 关 系 式 并 不 成 立 。 
在 集中 力 下 左右 两 侧 截面 上 [图 6. 10(c)]， 有 
Fy (x)=Fs (x)+F (6. 6) 
M: (2) =M, (x) (6. 7) 


dz 后 
EX 
=Fs(x) (6. 4) 


—qG) (6.5) 





























x 
q(x) 
M(x)+dM(x) 
aap E God MG) ii "m 
a ee F(x) +d F(x) ied Fs; Fs 
Fast] Fal dx 
(b) (c) 
Bl 6. 10 
在 集中 力 偶 m 左右 两 侧 截 面 上 [图 6.10(d)]， 有 
Fs (2) =F (zx) (6. 8) 
M, (x)=M;(x)+m (6. 9) 


JAIRC6. 3) —3X (6. 9). AT LATE AY 93 75 RAAS G M 图 画 在 梁 的 受 拉 一 侧 ， 即 
TE (EESE I f ERAI FAD A E FAFE: 

CD 梁 上 某 段 无 荷载 作用 [ea(Cz) 王 0] 时 ， 则 该 段 梁 的 前 力图 为 一 段 水 平 直线 ; 弯 矩 图 
为 一 段 直 线 : 当 Fs>0 时 ，M 图 向 右 下 方 倾斜 : 当 Fs 二 0 时 ，M 图 向 右上 方 倾斜 ; 当 
Fs=0 时 ，M 图 是 一 段 水 平 直线 。 

(2) 梁 上 某 段 有 均 布 荷载 LgCz) 一 g] 作 用 时 ， 则 该 段 梁 的 前 力图 为 一 段 斜 直线 ， 且 倾 
斜 方向 与 均 布 荷载 mw 的 方向 一 致 ， 弯 矩 图 为 一 段 二 次 抛物 线 ， 且 抛物 线 的 开口 方向 与 均 
布 荷载 qo 的 方向 相反 。 











WHEE) 


ut eun 


(3) 梁 上 集中 力作 用 处 ， 剪 力图 有 突变 ， 


突变 值 等 于 集中 力 的 大 小 





力 的 方向 一 致 (从 左 往 右 画 Fs 图 ); 两 侧 截 面 上 的 弯 矩 值 相等 ,但 弯 矩 
AE. Diis AES TE LI Ur fh. 

(4) RESP APE Wb. vf TT E8999 7] 4818]. KIAT SERERE. 
突变 值 等 于 集中 力 偶 的 大 小 ， 关 了 
突变 ; 反之 则 相反 。 





(5) Xem 








FF 突变 方向 : 若 集中 力 偶 为 顺 时 针 方向 ， 则 弯 和 矩 图 


值 等 于 端 部 的 集中 力 偶 ( 左 端 顺 时 针 或 右 端 逆 时 针 时 为 正 )。 





(6) 在 梁 的 某 一 截面 上 , 车 Fs(x) =M 


























， 突 变 方向 与 集中 








al 





的 切线 斜率 有 突 








往 正 向 


的 剪 力 值 等 于 端 部 的 集中 力 ( 左 端 向 上 或 右 端 向 下 时 为 正 ); 梁 端 部 的 弯 矩 


二 0， 则 在 这 一 截面 上 弯 和 矩 有 一 极 值 ( 极 大 









































dx 
或 极 小 值 ) 。 最 大 弯 矩 值 | MO | 不 仅 可 能 发 生 于 剪 力 等 于 零 的 截面 上 ， 也 有 可 能 发 生 
于 集中 力 或 集中 力 偶 作用 的 截面 上 。 
为 了 便于 记忆 ， 现 将 上 述 关于 梁 的 剪 力 图 与 弯 和 矩 图 的 特征 汇总 整理 为 表 6 - 1， 以 供 
参考 。 
表 6-1 在 几 种 荷载 作用 下 草 力图 和 弯 矩 图 的 特征 
向 下 的 均 布 荷载 m RAHM 
一 段 梁 上 q T a F, dee O 
的 外 力 情 况 pu ale d t 
前 力图 上 | ”向 下 倾斜 的 直线 水 平 直线 一 般 为 在 C 处 的 突变 在 C 处 无 变化 
的 特征 DE -o 4 —— "ile c 
PIT NNUS 777 MEHR 在 C 处 有 折 角 在 C 处 有 突变 
的 特征 MOX D NR Lc c Je 
Rd TEN 
所 在 截面 的 | de F.—o 的 截面 上 EREE | ote 
yi it Bea ee E 
6.3.2 HJ, PPM ip BRAVE ANB RA 
利用 导数 关系 式 (6. 3) 和 式 (6. 4) ， 经 过 积分 得 
Fala) — Fs (x1) 一 [Pawar (6. 10) 
MG) — M(x1) = Foods (6.11) 
以 上 两 式 表 明 , 在 r=r HI cs 两 截面 上 的 剪 力 值 之 差 ， 等 于 两 截面 间 分 布 荷载 图 





的 面积 ; 





两 截面 上 的 弯 和 矩 值 之 差 ， 等 了 

















FF 两 截面 间 剪 力图 的 面积 。 应 该 注意 ， 由 于 g(x)、 


Fs(Cz) 有 正 负 ， 故 它们 的 面积 就 有 “正面 积 ” 与 “负面 积 ”两 种 情况 。 此 外 ， 式 (6. 10) 与 


GEE/ 


 BeB HMA 











式 (6. 11) 在 包含 有 集中 力 或 集中 力 偶 的 两 截面 间 不 适用 ,在 集中 力 或 集中 力 偶 作用 处 应 
分 段 。 








6.3.3 用 简易 法 作 梁 的 前 力图 和 弯 矩 图 











利用 上 述 微 分 关系 与 积分 关系 得 出 的 规律 ， 便 可 迅速 地 画 出 梁 的 剪 力图 和 索 矩 图 。 通 
常 将 这 种 利用 剪 力 、 弯 矩 与 荷载 集 度 间 的 关系 作 梁 的 前 力图 和 弯 矩 图 的 方法 ， 称 为 简 
例 6.8 用 简易 法 作 图 6. 11(a) 所 示 简 支 梁 的 前 力图 和 弯 矩 图 。 























m-qd 
@ TE 





(a) 


(b) 


(c) 








Bl 6.11 
解 : CD 求 支 座 反 力 。 利 用 整体 的 平衡 条 件 可 求 得 两 支 座 的 约束 反 力 分 别 为 


Fi 一 二 ou Y. Fio= 二 we CA) 


(2) 画 剪 力图 。 首 先 利 用 积分 关系 式 (6. 10) 及 突变 规律 计算 出 各 控制 截面 上 的 剪 
力 值 


Fas 一 一 Fa 一 一 十 ws 
S al 

Fsg =F, = 一 了 44 

Fsst — Fs +F=4 qa 


Fs —Fsst +(—qa)=—} qa 


wo 


Fy =Fe=—4-qa(=— Fro) 
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由 以 上 各 控制 截面 上 的 剪 力 值 ， 并 结合 由 微分 关系 得 出 的 剪 力 图 图 线形 状 规律 ， 便 可 
画 出 剪 力 图 如 图 6. 11(b) 所 示 ( 注 意 应 在 图 中 标 出 Fs —0 的 截面 的 位 置 )。 

(3) 画 弯 和 矩 图 。 首 先 利 用 积分 关系 式 (6. 11) 及 突变 规律 计算 出 各 控制 截面 上 的 弯 和 矩 值 ; 
[770 





























Ms Ms 十 ( lga) +a Fae 











Me=Mat + (zaa)  (3)7 78 











Mco =Me+ al Laa) - ($) yqa 
Mer: = Mocs ue 


Mp=0 
mA sep ANG TT SAL ES EE RRI FD DAR EEE AT 
画 出 弯 矩 图 如 图 6. 11(c) 所 示 。 
例 6.9 WER 6. 12(a) 所 示 带 有 中 间 铵 的 梁 的 前 力图 和 弯 矩 图 。 
BE: CD 求 支 座 反 力 。 先 利用 C 段 的 平衡 条 件 之 M: 一 0* DRACO B 的 约束 反 力 为 
Fre =375kN( 个) 
再 利用 整体 的 平衡 条 件 沁 ,二 0， 以 及 CD BEE MALE F,=0. RIENE D 
的 约束 反 力 及 反 力 偶 矩 分 别 为 
Frp=225kN( ^ ) ip —1350kN * mC2) 
(2) 画 剪 力图 。| 先 利 用 积分 关系 式 (6.10) 及 突变 规律 计算 出 各 控制 截面 上 的 前 力 值 : 
Fa-—0 
Fse = Fs + C—740X3) — —120kN 
Fig; = F sp + Fog = 255kN 
Fsc = Fai; +(— 40 X 12) — —225kN 
Fp =F c= —225kN 
由 以 上 各 控制 截面 上 的 剪 力 值 ， 并 结合 由 微分 关系 得 出 的 剪 力 图 图 线形 状 规律 ， 便 可 
画 出 剪 力 图 如 图 6. 12(b) 所 示 。 为 了 画 出 弯 矩 图 ， 还 需求 出 Fs 二 0 的 截面 互 的 位 置 示 于 
图 6.12(b) 中 。 
(3) 画 弯 矩 图 。 先 求 出 各 控制 截面 上 的 弯 矩 值 : 
MA 一 0 
































Ms=Ma+ $x 120) X3=—180kN + m 











Mz Mg X255X6. 375—632. 6kN * m 


Mc=0¢ Pla) £8) 
Mp=— mp=—1350kN * m 
以 上 各 控制 截面 上 的 弯 矩 值 ， 并 结合 由 微分 关系 得 出 的 弯 和 矩 图 图 线形 状 规律 ， 便 可 


Gu 

















HEB HAAS 


画 出 弯 和 矩 图 ， 如 图 6. 12 C Bras 





6-1 








q-40kN/m 


mp 
(a) 4 D 
B araro P 
[ax 12m LL 6m |, 


(b) 











180kN-m ral 
E AL 








(c) 0 wy 
© 
M 632.6kN-m. 
图 6.12 
思 考题 


梁 的 内 力 符号 与 坐标 系 是 否 有 关系 ? 
如 图 6.13 所 示 ， 梁 的 受 载 情况 对 于 中 央 截 面 为 反对 称 。 设 FE 一 ae/2，FSs 和 Me 


6-2 
FERED RTT E8923 71 AVS. STE PAE E? 

A. Fs.#0, McA0 B. Fs.#0, Mc=0 

C. Fs.=0, Mc#0 D. Fs.=0, Mc=0 


6-3 如 图 6.14 所 示 , 若 梁 的 受 力 情况 对 于 梁 的 中 央 蕉 面 为 反对 称 ， 则 下 列 结论 中 


哪个 是 正确 的 ? 


A. Fs 图 和 M 图 均 为 反对 称 ， 中 央 截 面 上 剪 力 为 堆 
B. Fs 图 和 M RHH. PRR ESENE 


























C. Fs 图 反对 称 ，M 图 对 称 ， 中 央 截 面 上 剪 力 为 零 
D. Fs 图 对 称 ，M 图 反对 称 ， 中 央 截 面 上 弯 矩 为 堆 





图 6. 13 图 6.14 


6-4 [86.15 所 示 受 载 梁 ,截面 C 左 、 右 两 侧 的 内 力 下 列 结论 中 哪个 是 正确 的 ? 


WEEE) 


e 


A. Fv、Fs、M 均 不 相同 B. Fy. Fs 相同 ，M 不 同 

C. Fy, Fs 不 同 ，M 相同 D. Fy, Fs, M #4) 

6-5 简 支 粱 承受 分 布 荷载 ， 取 坐标 系 如 图 6. 16 所 示 ， 则 M, Fs. q 间 的 微分 关系 
哪个 是 正确 的 ? 





A. dFs/dxr—q. dM/dx— Fs B. dFs/dx— —q. ae 
. dFs/dx— —q. dM/dx—Fs D. dFs/dr=g, dM/dx— 
Bl 6.15 Fi 6.16 
6-6 图 6.17 所 示 梁 中 当 力 偶 M KEBER ME Se m PT Ae EB? 
A. Fs, M 图 改变 B. Fs 图 不 变 ， 只 M 图 改变 
C. M 图 不 变 ， 只 Fs 图 改变 D. Fs, M 都 不 变 


6-7 图 6.18 所 示 梁 受 分 布 力 偶 作 用 ， 其 值 沿 轴线 按 线 性 规律 分 布 ， 则 | Ms | 发 生 在 
何 处 ? 





my*mox/l 
m 
‘| q 
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6.17 6.18 


3] 题 


6-1 求 图 6.19 said 1—1, 2—2 和 3 一 3 截面 上 的 轴 力 ， 并 作 轴 力图 。 


l| 30kN 21 sokN 31 1! skN 2i 20kN 3] 
40KN 10kN 
1 1 
1 2i 3 4 n 2 3 
(a) (a) 


i 
Uy saw» 3p 41 

{| 上 二 | 
m 2i 3i 





OHNE 


Mem 杆 件 的 内 力 分 析 











6-2 求 图 6. 20 所 示 各 杆 1 一 1、2 一 2 和 3 一 3 截面 上 的 扭矩 ， 并 作 扭 矩 图 。 























3m 


20kN:m 30kN-m 
2 3 





B] 6. 20 


6-3 某 传动 轴 由 电机 带动 ， 如 图 6.21 所 示 。 已 知 轴 的 转速 为 zx 一 300r/min， 轮 1 为 
主动 轮 ， 输 入 功率 P,—50kW. 4£2. $63 与 轮 4 为 从 动 轮 ， 输 入 功率 分 别 为 P, 王 10kW、 
P;=P,=20kW. 

COD 试 画 出 轴 的 扭矩 图 ， 并 求 轴 的 最 大 扭矩 。 

(2) 若 将 轮 1 和 轮 3 的 位 置 对 调 ， 轴 的 最 大 扭矩 为 多 少 ; 对 轴 的 受 力 是 否 有 利 。 

















图 6.21 
6-4 BORA 6.22 所 示 各 梁 1 一 1、2 一 2、3 一 3 截面 上 的 前 力 和 弯 和 矩 ， 这 些 指 定 截 面 
无 限 接 近 于 截面 B 或 C。 


200kN 





(a) (b) 


q=l0kN-m 


LLELLIER | 
FL on 3 


(c) (d) 





图 6. 22 
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6-5 试 列 出 图 6. 23 Brzs 4380999 7] 5525877 E&.. 26i 8 99 71 E 55 2558 FI 


























(a) (b) 
qa 
4 qr q 
: a | a 2a a 
(c) (d) 
6.23 


6-6 试 利用 剪 力 、 弯 矩 与 荷载 集 度 问 的 关系 作出 图 .6,-24 HERRN 7] ESEE. 
6-7 试 作出 图 6. 25 所 示 具 有 中 间 铵 的 梁 的 前 力图 和 弯 算 图 。 


Fa | | 4 


(a) (b) 
3qa* 
| 4 9 qa 
2qa! 24a 
a a a a a a 
(c) (d) 
qa 
q 9 
q 7 7 
a a a a 
(e) (f) 
A 6. 24 
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a a 
(g) (h) 
F=2kN F=2kN F=2kN 
q7IkNm 
Im 2m im 
o 


F=2kN 
m=16kNim | g=2kN/m 





2m 8m 2m 


El 6.24 (#8) 


F-qa 
2 q 

maqa Hn 
a a a 





(a) (by 
A 6.25 
6-8 试 作出 图 6. 26 所 示 平 面 刚 架 的 内 力图 。 
2a 





(a) 
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6-9 试 列 出 


6-10 


mm 在 什么 位 置 时 ， 梁 的 受 力 最 合理 ?并 画 出 梁 出 


TY 

















图 6. 27 所 示 平 面 曲 杆 的 内 力 方程 ， 并 作出 内 力图 。 








6. 28 Biz BERE A ii A 作用 





BPE, SPA m 可 沿 梁 移动 ， 问 








时 的 剪 力图 和 弯 算 图 。 





6.27 


m=2Fa 





教学 目标 


本 章 主 要 介绍 构件 截面 图 形 的 几何 性 质 ， 即 与 构件 截面 几何 形状 和 尺寸 有 关 的 一 些 量 ， 
例如 形 心 、 静 矩 、 惯 性 矩 、 惯 性 半径 、 极 惯性 和 给、 惯性 积 等 。 通 过 对 本 章 的 学 习 ， 应 达到 以 
下 目标 。 

CD 理解 形 心 、 静 纸 、 惯 性 答 、 惯 性 半径 、 极 惯性 德 、 惯 性 积 和 形 心 主 惯性 矩 等 基本 
概念 ， 能 熟练 求 简单 组 合 图 形 的 形 心 、 静 矩 等 。 

(2) 能 熟练 利用 平行 移 轴 公式 求 组 合 图 形 的 惯性 矩 、 惯 性 积 等 。 

(3) 能 熟练 利用 转轴 公式 求 截面 图 形 的 形 心 主 惯性 轴 位 置 ， 并 计算 形 心 主 惯性 矩 。 


教学 要 求 























知识 要 点 BAER 相关 知识 
Quis. de, ue HE HIR 
截面 图形 的 | we meme bos REE Ase AE ue gara, iiite, uie 
几何 性 质 e RRARRACR UU 天 给 等 的 计算 | OTTO AUR HIETOUXAK 
so | OO 理解 平行 移 轴 公式 的 推导 过 程 Wess trees rs. 
n (D XAHRERSRAREAeRUAmE | (D GER HIDAARDATIE 
sii 1, ERE (3) 平行 移 轴 公 式 的 求 组 合 图 形 的 惯性 答 、 惯 性 积 竺 
CD 理解 转轴 移 轴 公 式 的 推 寻 过 程 (D 理解 转轴 移 轴 公 式 的 推导 过 程 
转轴 公式 (2) He Bea MARA ARR BUR BG EE | (2) 利用 转轴 公式 求 苓 面 图 形 的 形 心 主 惯性 轴 位 置 ， 并 计算 
性 轴 位 置 ， 并 计算 形 心 主 惯性 乱 pas EAI 














e 
Ë sane 


形 心 、 静 矩 、 惯 性 矩 、 惯 性 半径 、 极 惯性 矩 、 惯 性 积 、 平 行 移 轴 公式 、 转 轴 公式 


| 71 静 和 矩 与 形 心 


考察 如 图 7. 1 所 示 任 意 截面 几何 图 形 。 在 其 上 取 面 积 微 元 dA， 设 该 微 元 在 Oyz 坐标 
系 中 的 坐标 为 (y、<)。 定 义 下 列 积分 








z4 S5 = | zaa. Sy= faa (7.1) 
分 别 为 截面 图 形 对 y 轴 和 x 轴 的 静 矩 (或 称 为 面积 矩 )。 其 
量 纲 为 长 度 的 三 次 方 。 常 用 单位 是 mi sk mm, 
由 于 均 质 等 厚薄 板 的 重心 与 薄板 截面 图 形 的 形 心 有 相同 的 
坐标 (yc、zc)， 而 薄板 的 重心 坐标 由 式 (2. 24) 给 出 ， 即 























H= y A A 
图 7.1 
B [ev | zdA oS 
is V. A A 
所 以 ， 形 心 坐 标 为 
ydA 5 zdA 
" | A. i Ls : (7. 2a) 
或 
S,=A * zc, S.—A * yc (7. 2b) 


由 式 (7. 2) 可 知 ， 若 某 坐 标 轴 通过 形 心 ， 则 图 形 对 该 轴 的 静 矩 等 于 零 ， 即 若 yc 一 0， 
W S.—0. RE xc 一 0， 则 S,—0; 反之 ， 若 图 形 对 某 一 坐标 轴 的 静 矩 等 于 零 ， 则 该 坐标 轴 
必然 通过 图 形 的 形 心 。 静 矩 与 所 选 坐 标 轴 有 关 ， 其 值 可 能 为 正 、 负 或 零 。 

如 果 一 个 截面 图 形 是 由 几 个 简单 平面 图 形 组 合 而 成 ， 则 称 为 组 合 截面 图 形 。 设 第 i 个 
组 成 部 分 的 面积 为 A;， 其 形 心 坐标 为 (yc; ，zc; )， 则 其 静 矩 和 形 心 坐标 分 别 为 



































Ss. = S Aso ，S, = py (7.3) 
isi i=1 
atl D Avo m^ 之 Ase 
JC A n ? A n * 
2A 2A 
i=l 


i=l 


例 7.1 RE 7. 2 所 示 半 圆 形 截面 图 形 的 静 矩 S,、S: 及 形 心 位 置 坐标 。 
解 : 由 对 称 性 可 知 ，yc 二 0，S: 二 0。 现 取 平 行 于 y 轴 的 狭长 条 作为 微 面 积 4A， 则 有 
dA= ydz=2 /R’—2z dz 














On 


WS 截面 图 形 的 几何 性 质 
所 以 











读者 自己 也 可 用 极 坐标 求解 。 

例 7.2 试 求 图 7.3 所 示 组 合 截面 图 形 的 形 心 位 置 。 

解 : 将 图 形 看 做 由 两 个 第 形 工 和 下 组 成 ， 在 图 示 坐 标 下 每 个 矩形 的 面积 及 形 心 位 置 分 
别 为 





图 7.2 


RUE I: A, =120 10—1200mm* 


=5mm, za V mm 


4 =o 
ya=5 2 
A 









































AUÉ ID : 27 70X 10— 700mm* 
yc 10+% 45mm. ze 10 5mm 
整个 图 形 形 心 C 的 坐标 为 


1.2 惯性 矩 、 惯 性 积 、 极 惯性 和 矩 
上 7T2 


7.2.1 惯性 矩 和 惯性 积 











考察 如 图 7.4 所 示 任 意 截 面 图 形 ， 在 其 上 取 面 积 微 元 dA， 设 该 微 元 在 Oyz 坐标 系 中 
的 坐标 为 (y、x)。 定 义 下 列 积分 


1 





a =| zdA. I. =| y!dA. Ip =| yzdA (7.5) 
A A A 


其 中 ,了 ,和 了 分 别称 为 截面 图 形 对 y 轴 和 < TE. z4 
工 称 为 截面 图 形 对 y 轴 和 < 轴 的 惯性 积 。 其 量 纲 为 长 度 的 四 次 
方 。I, 和 了 . 恒 为 正 值 ，I 可 为 正 值 或 负 值 ， 且 车 >，= 轴 中 有 一 
根 为 对 称 轴 ， 则 惯性 积 LW. = 

dl; Lo La DW AAA IES i 组 成 部 分 对 y、<z 轴 的 C 
DUPER AEA, DUAE Cr UG RE AE 9I 


下 三 >, L= Nin = ie (7. 6) 
i=l i=) i-l 















































| 
" mn 


7.2.2 惯性 半径 











定义 
peb. aaie 
y= [Ar i:=/A (7.7) 
分 别 为 截面 图 形 对 y 轴 和 对 > 轴 的 惯性 半径 。 
7.2.3 极 惯性 从 
若 以 6 表示 微 面积 dA 到 坐标 原点 O 的 距离 (图 7. 4)， 则 定义 图 形 对 坐标 原点 O 的 极 
惯性 矩 为 
1, — f ead (7.8) 
因为 a eae 
所 以 ， 极 惯性 矩 与 ( 轴 ) 惯 性 矩 间 有 如 下 关系 
PAJO +2) dA = LAER (7.9) 


式 (7.9) 表 明 ， 图 形 对 任意 两 个 互相 垂直 轴 的 ( 轴 ) 惯 性 矩 之 和 ， 等 于 它 对 该 两 轴 交 点 
的 极 惯性 矩 。 
517.3. 试 计算 图 7. 5(Ca) 所 示 和 矩形 截面 对 其 对 称 轴 ( 形 心 轴 )z 和 > 轴 的 惯性 矩 。 











图 7.5 
解 : 先 计算 截面 对 zz 轴 的 惯性 矩 元 。 取 平行 于 工 轴 的 狭长 条 作为 微 面 积 ， 即 dA 二 bdy， 
由 定义 式 (7. 5) 得 


i E ig bh? 
L [yd INC dy = 15 


同 理 ， 在 计算 对 > REEE I.E. BPR dA=hdx, MEAC. 5) 得 


2 t 2 bh 
I, Je dA Í " ha? dx 12 
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dene ir HOS h 的 平行 四 边 形 [图 7. 5(b)]， 则 它 对 于 形 心 轴 x 的 惯性 矩 同样 为 
1,—Ü ， 请 读者 自行 验证 。 

817.4. 试 求 图 7. 6 所 示 圆 形 截面 的 惯性 垂 I. Ls WEER 和 极 惯性 矩 Tp 

解 : 取 微 面积 dA 如 图 7. 6 所 示 ， 根 据 定义 


I - [a - fe «2 /R— z de = ad! 




















于 轴 对 称 性 , 则 有 








由 式 (7.9) 得 





= = ad! 
L=+L=% 





于 外 径 为 D, WH d 的 空心 圆 截面 、 则 有 


x 








例 7.5 求 图 7.7 所 示 三 角形 图 形 的 惯性 抢 1, BRE 
FI. 

RICE y 轴 的 猴 长 矩形 作为 微 而 积 ， 由 于 dA = 
»dz, 其 中 宽度 y 随 = 变化 , ye. 

则 由 式 (7. 5) 得 


IL [ta it Pede bh 


4 


I. = fiz (2) de =o 











| 7. 3 平行 移 轴 公 式 


同一 平面 图 形 对 于 相互 平行 的 两 对 直角 坐标 轴 的 惯性 矩 或 惯性 积 并 不 相同 ， 如 果 其 中 
一 对 轴 是 图 形 的 形 心 轴 (yc，zc) 时 ， 如 图 7.8 所 示 ， 可 得 到 如 下 平行 移 轴 公 式 
I,=1,,+0°A 
Lf EA | (T. 10) 
Icd taa | 








w 


| 
7 i 
ul nn 


ET za 式 中 ，(0，%) 是 平面 图 形 的 形 心 坐标 ，A 是 平面 图 形 
的 面积 。 

现 简单 证 明之 。 

由 于 




















z = zc +a,y = yc +b 
所 以 





1, = fiaa = fic +a)’ dA 
= [ 52a T 2af zcdA st «| aA 
其 中 ,| zcdA 为 图 形 对 形 心 轴 yc HE. GIU 
m.s 等 于 零 , 则 得 
I,=1,,+a°A 

同 理 可 以 证 明 (7. 10) 中 的 其 他 两 式 。 

式 (7. 10) 表 明 : 同一 平面 图 形 对 所 有 相互 平行 的 坐标 轴 的 惯性 矩 中 ， 对 形 心 轴 的 惯性 
矩 最 小 。 在 使 用 惯性 积 移 轴 公式 时 应 注意 a, b f iE RS. 

例 7.6 试 求 图 7. 9 所 示 的 半圆 形 截面 对 于 工 轴 的 惯性 矩 ， 其 中 x 轴 与 半圆 形 的 底 边 
平行 ， 相 距 lm, 

fg: 易 知 半圆 形 截面 对 其 底 边 的 惯性 矩 为 

NER nd! Y mr 






































27,04 8 
用 平行 移 轴 公 式 (7: 10) 求 得 截面 对 形 心 轴 的 惯性 矩 为 
I xr" m. (&y ar’ Br 总 
YN 2 x 8. Ox E t 
再 用 平行 移 轴 公 式 (7. 100 ASAT AT ac ATE + 
Lar "ou : $48 = 
Late (E) =e emet m7.» 


工程 计算 中 应 用 最 广泛 的 是 求 组 合 图 形 的 惯性 矩 与 惯性 积 ， 即 求 图 形 对 于 通过 其 形 心 
的 轴 的 惯性 矩 与 惯性 积 。 为 此 一 般 都 需 应 用 平行 移 轴 公 式 。 下 面 举 例 说 明 。 
z 例 7.7 确定 图 7. 10 所 示 组 合 图 形 的 形 心 位 置 ， 并 计算 该 
平面 图 形 对 形 心 轴 yc 的 惯性 矩 。 
ye fg: CD 查 型 钢 表 。 









=, 
2 
2 






[A Hid Nol4b 
yc A, = 21. 316cm* Ij, = 61. lem! za = 1. 67cm 
pu 工 字 钢 No20b 


A; = 39. 578cm? iL = 2500cm' h = 20cm 
(2) 计算 形 心 位 置 。 














图 7.10 由 组 合 图 形 的 对 称 性 (对 称 轴 是 zc 轴 ) 知 : 
yc=0 
Are ea +A + zœ _ 21.316 X (1. 67 +20) +39. 578 X10 
we Ai +A, 21. 316 + 39. 578 14; 09cm 


WOB 稚 面 图 形 的 几何 性 质 


(3) 用 平行 移 轴 公 式 计 算 各 个 图 形 对 yc 轴 的 惯性 矩 。 
Ty. = LI, + OCP * A, = 61. 1+ CI. 67 4- 20 — 14. 09)? X 21. 316 = 1285. 8cm' 
IL = I, +OC2? + A; = 2500 + (14. 09 — 10)? X 39. 578 = 3162. 1em' 

(4) 求 组 合 图 形 对 xc 轴 的 惯性 矩 。 

L, = II +I! = 4447. 9cmt 

例 7.8 计算 图 7. 11 所 示 组 合 图 形 对 y. z 轴 的 惯性 积 。 
解 : 将 图 形 分 成 I 、 开 两 部 分 ， 由 定义 式 (7. 5) 得 
1. = | szda = IN yeCdyde)+ | xe (dydz) 


40 10 10 40 
= [ yaf zdz + [. ydy zdz 
= 40000 + 37500 = 77500mm! 
或 者 由 平行 移 轴 公式 (7. 10) 得 
I, =D (Ds, taibiAi)=[0+5X20X (40X10) T+ 7.11 (单位; mm) 
[0+25 5X (10X30) ]=77500mm! 





























| 714 转轴 公式 与 主 惯性 轴 


任意 平面 图 形 ( 图 7. 12) 对 祁 轴 和 = 轴 的 惯性 矩 和 惯性 积 ， 可 由 式 (7. 5) 求 得 。 若 将 坐标 
ily. = 绕 坐 标 原点 O 点 旋转 a 角 ， 且 以 逆 时 针 转 角 为 正 ， 则 新 旧 坐 标 轴 之 间 应 有 如 下 关系 


yi = ycosa 十 zsina | 





(7.11) 


z 一 zcosa — ysina | 


将 式 (7. 11) 代 入 惯性 矩 及 惯性 积 的 定义 式 (7. 5)， 则 可 得 相 
应 量 的 新 、 旧 转换 关系 ， 即 转轴 公式 























Ty, L F LE ! I, X I cos2a — I,. sin2a (7.12) 
LL LL $ 
7.12 L, 2 g cos2a + I. sinZa (7. 13) 
rs 
La = g sin2a + I,.cos2a (7.14) 


dl, 
若 令 m 是 惯性 矩 为 极 值 时 的 方位 角 ， 则 由 条 件 0. 可 得 





2 
=R 

式 (7.15) 可 以 求 出 mw。 由 mm 确定 的 一 对 坐标 轴 vo 和 zo 称 为 主 惯性 轴 。 

C. 15) 式 求 出 sin2ws ，cos2wo 后 ， 代 和 人 式 (7.12) 与 式 (7.13) ， 即 可 得 到 惯性 矩 的 两 

个 极 值 ， 称 主 惯性 矩 。 主 惯性 矩 的 计算 公式 为 


Ing = BSE +4 Cd, IO TAL (7.16) 


2 
War) 


tanZa, = 
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(7.17) 


而 此 时 惯性 积 等 于 零 。 因 此 也 可 以 说 : 图 形 对 一 对 正 交 坐 标 轴 的 惯性 积 等 于 零 ， 则 这 
一 对 坐标 轴 称 为 主 惯 性 轴 ， 简 称 为 主轴 。 
式 (7.14) 还 可 证 明 








(LLY +47 


~ 
rele 























Intia =L4+1 (7.18) 

即 通过 同一 坐标 原点 的 任意 一 对 直角 坐标 轴 的 惯性 矩 之 和 为 一 常量 。 
惯性 轴 通 过 截面 形 心 ， 则 称 为 形 心 主 惯性 轴 ， 相 应 的 主 惯性 矩 称 为 形 心 主 惯性 
然 ， 若 截面 图 形 有 对 称 轴 ， 则 对 称 轴 一 定 是 形 心 主 惯性 轴 。 

例 7. 9 确定 图 7. 13 所 示 截 面 图 形 的 形 心 主 惯 性 轴 位 置 ， 并 计算 形 心 主 惯性 矩 。 

解 : CD 首先 建立 截面 图 形 的 形 心 坐标 系 Cyz 如 图 7.13. 所 示 。 利 用 平行 移 轴 公式 分 
别 求 出 各 矩形 对 y 轴 和 < 轴 的 惯性 矩 和 惯性 积 。 
AUÉT: 


I] =I} +a? A doo. 0593 0. 011 *+0. 0745? X 


0. 071X 0.059 — 360. 9cm' 














t 











=I}, BPA — x0. 059° 0. 011-- C70. 035)? x 
0. 0110. 059—98. 2cmi 
Is Faia 十 ai Ai 
一 0 十 (一 0. 035) Xb.0745X0. 011X0.059 一 一 169cmt 
AEJE II: 
11 =18, =z, x0,011X0. 16 =3769em' 
11 =1!, — x0. 16x0. 011 —1 78cm' 
I1—0 


AE II 


I! =I! —360. 9cm* 
I! =]! —98. 2cm! 
I! =I} =— 169cm 
整个 图 形 对 y 轴 和 < 轴 的 惯性 矩 和 惯性 积分 别 为 
1,=1! +1! +I" —1097. 3cm! 
I-=1I} + I! +1" —198cm' 
Ip =I +14 +1 = — 338. 4cm' 























(2) 将 求 得 的 I，I.， 工 代入 式 (7. 15) 得 
—21. _ —2x (—338) = 
tan2ao [Numa 1097.3 — 198 252 
则 


= 18. 5° xk 108. 5° 


iA 
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m 的 两 个 值 分 别 确定 了 形 心 主 惯 性 轴 yo 和 zo 的 位 置 ， 由 式 (7. 12)、 式 (7. 13) 得 
1097.3 十 198 ，1097.3 一 198 








Ee 2 ! 2 cos37° — (— 338)sin37° = 1210cm* 
I, = 1073 E198 | 1097. 3— 198 65217" — (一 338)sin217" = 85cm' 








447.10 试 确定 图 7.14 所 示 平 面 图 形 的 形 心 主 惯性 轴 的 位 置 ， 并 求 形 心 主 惯性 矩 。 
解 : CD 计算 形 心 位 置 组 合 图 形 由 外 面 和 矩形 1 减 去 里 面 s 
矩形 2 组 合 而 成 。 = 
由 组 合 图 形 的 对 称 性 (对 称 轴 是 xc 轴 ) 知 : 1 














120 X 180 X 90 — 60 X 140 X 70 30| 0 30 
120 x 180 — 60 x 140 102. Qr ee BU 


(2) 计算 平面 图 形 对 xc 轴 和 y cat tup diode 


zd. NN vey P xa. i tinmi 
L, = 35 X 180 X120 35 X 140 X 60° — 23. 4 X 10°mm 





Iy, = fg X120 x 180° + (102. 75:90 x 120 x 180 


[去 X 60 x 1408-102. 7 — 70)? x 60 X 140] 


= 39. 1 X 10°mm! 


(3) 由 于 xc 轴 是 对 称 轴 ， 所 以 yc 轴 和 zc 轴 是 形 心 主 惯性 轴 ， 上 式 求 得 的 LL. LIOS 
形 心 主 惯性 矩 。 











7-1 平面 图 形 对 何 轴 的 静 矩 为 零 ， 惯 性 矩 为 零 ? 

7-2 如 何 确定 平面 图 形 形 心 的 位 置 ? 若 平面 图 形 具有 一 个 对 称 轴 或 两 个 对 称 轴 ， 其 
形 心 应 位 于 何 处 ? 

7-3 平面 图 形 的 形 心 轴 、 对 称 轴 和 主轴 之 间 有 何 区 别 和 联系 。 主 轴 是 否 都 通过 形 
心 ? 对 称 轴 一 定 是 形 心 主轴 吗 ? 对 称 图 形 的 形 心 主轴 必须 是 对 称 的 吗 ? 

7-4 如 何 建立 平行 移 轴 公式 ? 平面 图 形 对 某 坐 标 轴 的 惯性 矩 与 该 平面 图 形 的 形 心 同 
该 坐标 轴 的 距离 有 何 关系 ? 
7-5 如 何 确定 主轴 的 方位 ? 主轴 与 形 心 主轴 有 何 区 别 ? 对 称 截面 的 形 心 主轴 位 于 
何 处 ? 
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3] 题 














7-1 试 求 图 7. 15 所 示 图 形 的 形 心 位 置 。 


| b Ay 
i z | =z 
(a) 


B 7.15 








(b). 





7-2 试 求 图 7. 16 所 示 图 形 的 水 平 形 心 轴 zc 的 位 置 ， 并 分 别 计算 zc 轴 两 侧 图 形 对 zc 
轴 的 静 矩 。 





图 7. 16 
7-3 BAR 7.17 Brzs ZH er DE b — 100mm. b: — 20mm. A, — 20mm. A; 
100mm， 试 确定 其 形 心 位 置 。 














7-4 试 求 图 7. 18 所 示 三 角形 截面 对 通过 顶点 A 并 平行 于 底 边 BC filie 的 惯性 矩 。 
A 
E 
| 一 一 
图 7.18 
7-5 在 直径 D=8a 的 圆 截 面 中 ,， 开 了 一 个 2aX4a 的 矩形 孔 ， 如 图 7. 19 所 示 ， 试 求 














截面 对 其 水 平 形 心 轴 和 坚 直 形 心 轴 的 惯性 矩 。 


GJ 














FS RHA LAER 








7-6 试 求 图 7. 20 Pras RUE Be ERARE. 





va y 





h 
Yu 
V 














B 7.20 


7-7 试 求 图 7. 21 ras ATTIC HERE L 。 
7-8 采用 两 根 槽 钢 16 焊接 成 如 图 7. 22 rz RTT. Pe BEBE TI E REE LA I, 
相等 ， 两 槽 钢 之 间 的 距离 a 应 为 多 少 ? 














图 7.21 








7-9 试 求 图 7. 23 所 示 组 合 截面 对 其 水 平 形 心 轴 的 惯性 矩 。 














7-10 试 确定 图 7.24 所 示 图 形 对 通过 坐标 原点 O 的 主 惯性 轴 的 位 置 ， 并 计算 主 惯 
zd 

5 E 120x10 um 

z = 四 (22a 

3 E x ae 

80 |20| 200 20 Lao | D 10 y 
(a) (b) ~ 一 全 一 
图 7.23 图 7.24 
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教学 目标 


本 章 主 要 介绍 杆 件 在 轴 向 拉 伸 、 捏 转 、 平 面 这 曲 时 的 应 力 与 强度 计算 ; 同时 也 介绍 前 
切 与 挤 压 的 实用 计算 ， 以 及 材料 在 拉 伸 与 压缩 时 的 力学 性 能 。 通 过 本 章 的 学 习 ， 应 达到 以 


下 目标 。 


CL) 了 解 材料 的 力学 性 能 。 
(2) 熟练 掌握 推导 四 种 基本 变形 应 力 公式 的 分 析 方法 。 
(1) 熟练 地 运用 强度 条 件 进行 强度 校 核 、 设 计 截 面 和 确定 许可 荷载 。 
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i 基本 概念 


全 应 力 、 正 应 友和 切 应 力 ， 平 面 假设 ， 圣 维 南 原 理 ， 应 力 集中 ,力学 性 质 ， 极 限 应 


A. REAR, TERIS. 


R. 弯曲 中 心 


发 生 轴 向 拉 伸 或 压缩 变形 的 杆 件 简称 为 拉 有 





出 截面 上 的 应 力 。 


强度 条 件 ， 


许可 荷载 平面 弯曲 、 纯 弯曲 、 横 力 弯曲 ， 等 强度 


| 8.1 拉 压 杆 的 应 力 





8.1.1 横 截面 上 的 正 应 力 








Miti f 
IEMA o» 








且 它 人 





ATHER 
律 与 变形 有 关 ， 


的 分 析 可 以 知道 ， 拉 压 杆 横 截 面 上 的 内 力 只 


之 间 满 足 如 下 的 静 力 学 关系 : 


Fy = | aa 








在 杆 表面 画 两 条 于 


EE PAP AMES BRAG ab 和 


压 杆 。 为 了 对 拉 压 杆 进 











行 强度 计算 ， 必 须 求 


75887] Fy， 与 轴 力 对 应 的 应 力 为 


(a) 


FP 的 正 应 力 oc 求 出 来 ,必须 知道 o 在 横 截面 上 的 分 布 规律 ， 而 应 力 分 布 规 
为 此 ， 通 过 试验 观察 杆 的 变形 。 如 图 8.1 所 示 为 一 等 截面 直 杆 ， 试 验 前 ， 
cd， 然 后 ,在 杆 两 端 施加 一 对 大 小 相等 、 方 向 相 


w 


r I— 


反 的 轴 向 荷载 下 。 从 试验 中 观察 到 : 横 线 ab 和 cd 仍 为 直线 ， 且 仍 垂直 于 杆 件 轴线 ， 只 是 
间距 增 大 ， 分 别 平移 至 w 罗 和 < 位置 。 根 据 这 种 现象 ， 可 以 假设 杆 件 变形 后 横 截 面 仍 保 
持 为 平面 ， 且 仍然 垂直 于 杆 的 轴线 。 这 就 是 平面 假设 。 由 此 可 以 推断 拉杆 所 有 纵向 纤维 的 
伸 长 是 相等 的 。 再 考虑 到 材料 是 均匀 的 ， 各 纵向 纤维 的 力学 性 能 相同 ， 故 它们 受 力 相同 ， 
即 正 应 力 均 匀 分 布 于 横 截 面 上 ，c 等 于 常量 。 于 是 由 式 (a) 得 
Fy = | odA = oA 

-A 

A 
式 (8. 1) 即 为 杆 件 受 轴 向 拉 伸 或 压缩 时 ， 横 截面 上 正 应 力 计算 公式 ,- 适用 于 横 截 面 为 任意 形 
状 的 等 截面 直 杆 。 可 见 ， 正 应 力 与 轴 力 具有 相同 的 正 负 号 ， 即 拉 应 力 为 正 ， 压 应 力 为 负 。 
若 轴 力 沿 轴线 变化 ， 或 截面 的 尺寸 也 沿 轴线 缓慢 变化 时 《图 .8. 2)， 只 要 外 力 合力 与 轴 

线 重 合 ， 式 (8. 1) 仍 可 适用 。 这 时 把 它 写成 























(8.1) 








aa ce’ 











Fy (a) 
A(x) 

XP. cCz)、FN(Cz) 和 A(z) 表 示 这 些 量 都 是 横 截 面 位 置 坐标 z 的 函数 。 

应 该 指出 ， 式 (8. 1) 只 在 杆 上 离 外 力作 用 点 稍 远 的 部 分 才 正确 ， 而 在 外 力作 用 点 附近 
的 应 力 情况 则 比较 复杂 (因为 实际 上 杆 端 外 力 一 般 总 是 通过 各 种 不 同 的 连接 方式 传递 到 杆 
上 的 )。 但 圣 维 南 (Saint - Venant) 原 理 指出 :“ 力 作用 于 杆 端 方式 的 不 同 ， 只 会 使 与 杆 端 距 
离 不 大 于 杆 的 横向 尺寸 的 范围 内 受到 影响 "， 这 一 原理 已 被 实验 所 证 实 。 因 此 在 拉 压 杆 的 
应 力 计 算 中 ， 都 以 式 (8. 1) 为 准 。 

当 等 直 杆 受 几 个 轴 向 外 力作 用 时 ， 由 轴 力 图 求 得 其 最 大 轴 力 Fuss AASR. 1) 即 得 
杆 内 的 最 大 正 应 力 为 


(b) 





olx) = 

















Omax 一 


Fa 
A (8.2) 


最 大 应 力 所 在 的 横 截面 称 为 危险 截面 ， 和 危险 截面 上 的 正 应 力 称 为 最 大 工作 应 力 。 





8.1.2. 斜 截面 上 的 应 力 





为 了 全 面 分 析 拉 压 杆 的 强度 问题 ， 仅 仅 研究 横 截面 上 的 正 应 力 是 不 够 的 ， 还 需 研究 其 
‘EY 


LE 杆 件 的 应 力 与 强度 计算 





斜 截 面 上 的 应 力 情况 。 

















考察 图 8.3(a) 所 示 拉 压 杆 ， 利 用 截面 法 ， 沿 任 一 斜 截 面 mx 一 m 将 杆 截 开 ， 取 左 半 部 分 








为 研究 对 象 ， 该 斜 截面 的 方位 以 其 外 法 线 On 与 x 轴 的 夹 角 a 表示 ， 且 规定 ， 从 c 轴 逆 时 
针 旋 转 到 外 法 线 On 时 ， 角 为 正 ， 反 之 为 负 。 如 前 所 述 ， 杆 件 横 截面 上 的 应 力 均匀 分 布 ， 


由 





可 以 推断 ， 斜 截面 mm 上 的 总 应 力 p。 也 为 均匀 分 布 [图 8. 3(b)]， 且 其 方向 必 与 杆 





hy 





设 杆 件 横 截 面 的 面积 为 A, ERE ERA USE AUT BO 
p, AF 0 
cosa 


HIE RTT HRHTRE m—m 上 各 点 处 的 应 力 为 





ba = Poss — gcosa (b) 





RP, os RRIARI EAEN. 
将 应 力 p APART SAME CA 8.30], &eH EIEN S N 


O, = p,cosa = ocos'a 








Ta = p,sina = C sin?a[ (8.3) 


2 





式 (8. 3) 是 求 拉 压 杆 中 任意 斜 截面 上 正 应 力 和 和 切 应 力 一 的 计算 公式 。 它 反映 了 





和 六 值 随 斜 截面 方位 角 a 的 变化 规律 。 其 正 负 符 号 规定 如 下 : 正 应 力 5 仍 规定 拉 应 力 为 


iE. 


上 ， 











切 应 力 规定 绕 研 究 对 象 体内 任 一 点 有 顺 时 针 转 动 趋势 时 为 正 值 ， 反 之 则 为 负 值 。 
式 (8.3) 可 知 : 

(D 当 a==0 "时 ， 正 应 力 最 大 ， 其 值 为 6 一 a， 即 拉 压 杆 的 最 大 正 应 力 发 生 在 横 截面 
ERU o. 

(2) 当 w 王 45" 时 ， 切 应 力 最 大 ， 其 值 为 re* 一 c/2， 即 拉 压 杆 的 最 大 切 应 力 发 生 在 与 杆 












































轴 成 45 的 斜 截面 上 ， 其 值 为 o/2。 





(3) 当 x 一 90" 时 ，c 一 zc 一 0， 即 与 横 截 面 垂直 的 纵 截 面 上 不 存在 应 力 。 





w 


Per 


(4) 34 a =at 907]. ta 2 sin2(a +90°) 2 sin2a zn. XRH: TEA 
直 的 截面 上 ， 切 应 力 必然 成 对 出 现 ， 其 数值 相等 ， 方 向 为 共同 指向 或 背离 此 两 垂直 面 的 交 
线 [图 8.3(d)]。 这 个 规律 称 为 切 应 力 互 等 定理 。 这 是 一 个 普遍 成 立 的 定理 ,在 任何 受 力 
情况 下 都 是 成 立 的 。 

例 8.1 阶梯 形 圆 截面 直 杆 受 力 如 图 8. 4(a) 所 示 ， 已 知 荷载 Fi =20kN, F;—50kN. 
FF AB 段 与 BC 段 的 直径 分 别 为 di 30mm. d;—20mm. WRA ETHER E D 1EI 72 A 
AB 段 上 斜 截面 m 一 m 上 的 正 应 力 和 切 应 力 。 

解 : 由 截面 法 求 得 杆 件 AB、BC 段 的 轴 力 分 别 为 : 


Fy, = 一 30kN( 压 力 ) Fw = 20kNCGJI) 
由 式 (8. 1) 得 ， 杆 件 AB、BC 段 的 正 应 力 分 别 为 : 


Fy _ 4Fm _ 4X(—30Xx10’) 
A xdi x X 0. 03* 
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a X 107- == 42. 4MPa( 压 应力) 


Fy _ 4Fw _ 4X 20X10! 
A mdi xX0.0% 


斜 截面 m—m 的 方位 角 为 : a= 40° 6 于 是 由 式 (8.3) 得 ， 斜 截面 m—m 上 的 正 应 力 与 
切 应 力 分 别 为 : 











X105 = 63.7MPa( 拉 应 力 ) 











Oy =0/C0S"a 42. 4cos’40°= —32. 5MPa 














m S sin2a 1 4sin80* 兰 二 20.9MPa 


其 方向 如 图 -8<4Cb) 所 示 。 


Ox" 
AA m B C m B 
SS e] om 
F, 2 
m F m T% 
(a) (b) 
图 8.4 


8.1.3 ”应力 集中 的 概念 


如 前 所 述 ， 等 直 杆 轴 向 拉 伸 或 压缩 时 ， 其 横 截面 上 的 应 力 是 均匀 分 布 的 。 但 是 ， 工 程 
实际 中 的 构件 由 于 结构 上 的 需要 ,往往 在 杆 中 开 孔 、 切 槽 或 将 杆 制 成 阶梯 形 等 ， 这 就 使 得 
杆 的 局 部 区 段 的 截面 尺寸 发 生 急剧 变化 。 由 实验 得 知 ， 在 杆 件 尺寸 突然 改变 的 横 截 面 上 ， 
E 应 力 不 再 是 均匀 分 布 的 ， 局 部 地 方 的 应 力 急剧 增 大 。 例如 图 8. 5(a) 、(b) 所 示 的 带 有 半 
圆 形 切口 和 钴 有 圆 孔 的 板 条 ， 受 轴 向 拉力 下 作用 时 ,在 切口 、 和 孔 口 边缘 附近 的 局 部 区 域 
内 ， 应 力 急剧 增 大 ， 边 缘 处 达到 最 大 值 ce*。 这 种 由 于 杆 件 形状 和 尺 才 的 急剧 变化 引起 局 
部 应 力 急剧 增 大 的 现象 称 为 应 力 集中 。 
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WSB 杆 件 的 应 力 与 强度 计算 


(a) (b) 


图 8.5 
应 力 集中 的 程度 常用 理论 应 力 集中 因数 K, 表 示 ， 其 定义 为 


K, = 9m (8.4) 
Om 


RP, om Fe A JF R PERE LICL s 
om 同一 截面 上 的 平均 应 力 ; 
Ku 一 一 一 个 大 于 1 的 系数 。 
实验 结果 表明 ， 截面 尺寸 改变 得 越 急剧 角 越 尖 、 孔 越 小 ， 应 力 集中 的 程度 就 越 严 
重 。 因 此 ， 在 杆 件 上 应 尽 可 能 避免 尖 角 * 槽 和 小 孔 ， 在 阶梯 轴 肩 处 应 采用 圆 弧 过 渡 ， 而 且 
过 渡 圆 弧 的 半径 以 尽 可 能 大 些 为 好 。 

















| 8.2 材料 拉 压 时 的 力学 性 能 


构件 的 强度 “刚度 与 稳定 性 ， 不 仅 与 构件 的 形状 、 尺 寸 及 所 受 的 外 力 有 关 ， 而 且 与 
材料 的 力学 性 能 有 关 。 所 谓 材料 的 力学 性 能 是 指 材料 受 外 力作 用 后 ， 在 强度 和 变形 方面 
所 表现 出 来 的 特性 ， 也 称 为 机 械 性 质 。 材 料 的 力学 性 能 不 仅 与 材料 内 部 的 成 分 和 组 织 
结构 有 关 ， 还 受到 加 载 速度 、 温 度 、 受 力 状态 及 周围 介质 的 影响 。 本 节 主 要 介绍 常 
材料 在 常温 和 静 载 作用 下 处 于 轴 向 拉 伸 和 压缩 时 的 力学 性 能 ,这 是 材料 最 基本 的 力学 

















8.2.1 材料 拉 伸 时 的 力学 性 能 





材料 在 拉 伸 时 的 力学 性 能 主要 通过 拉 伸 试验 得 到 。 为 了 便于 对 试验 结果 进行 比较 ， 国 
家 标准 《金属 材料 “ 拉 伸 试验 第 1 部分: 室温 试验 方法 》(GB 228. 1 一 2010) 规 定 : 试 件 
必须 做 成 标准 尺寸 ， 称 为 比例 试 件 。 一 般 金属 材料 采用 圆 截 面 或 矩形 截面 比例 试 件 
(图 8. 6) 。 试 验 时 在 试 件 等 直 部 分 的 中 部 取 长 度 为 ;的 一 段 作为 测量 变形 的 工作 段 ， 其 长 
BEL 称 为 标 距 。 对 于 圆 蕉 面试 件 ， 通 常 将 标 距 / 与 横 截 面 直 径 d 的 比例 规定 为 

1—10d 或 1-—5d 

前 者 称 为 长 试 件 ， 后 者 称 为 短 试 件 。 对 于 和 矩形 截面 试 件 ， 其 标 距 与 模 截面 面积 A 的 比 
例 规定 为 






































WHE) 
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| [—1.3/A 或 1—5.56/A 
EL 2 ly 材料 的 拉 伸 试验 通常 在 万 能 试验 机 上 进行 。 
i 万 能 试验 机 由 三 个 部 分 组 成 ， 即 加 力 部 分 、 测 力 


部 分 和 自动 绘图 装置 。 试 验 时 ， 将 试 件 安装 在 试 
f= —— FT 验 机 的 夹具 中 ， 然 后 开动 试验 机 ， 试 件 受到 缓慢 
4 增加 的 拉力 ， 直 到 拉 断 为 止 。 试 验 过 程 中 试 件 受 
到 的 拉力 下 可 由 试验 机 的 示 力 盘 读 出 ， 而 工作 
‘aioe 段 的 仲 长 量 AL 则 可 由 变形 仪表 测 出 ， 同 时 自动 
绘图 装置 还 可 自动 绘 出 下 - AL 曲线 ， 称 为 材料 的 


























拉 伸 图 。 

下 面 介绍 儿 种 典型 材料 的 拉 伸 试验 结果 。 

l. 低 碳 钢 拉 伸 时 的 力学 性 能 

低 碳 钢 是 工程 中 广泛 应 用 的 金属 材料 ， 其 拉 伸 时 的 力学 性 能 最 为 典型 ， 下 面 详 细 进 行 
介绍 。 

低 碳 钢 的 拉 伸 图 (F- AL 曲线 ) 如 图 8. 7Ca) 所 示 。 为 了 消除 试 件 尺 寸 的 影响 ， 将 拉力 下 
除 以 试 件 横 截面 的 原始 面积 A， 得 到 横 截 面 上 的 正 应 力 c= 二 F/A; 同时 ,将 伸 长 量 AL 除 以 
标 距 1， 得 到 线 应 变 e 二 AL/1。 以 o 为 纵 华 标 ，e 为 横 坐 标 ， 绘 出 与 拉 伸 图 相似 的 c -es 曲线 ， 
如 图 8.7(b) 所 示 。 此 曲线 称 为 应 为 -应 变 曲 线 。 











根据 试验 结果 [图 8.7(b)]， 低 碳 钢 的 力学 性 能 大 致 如 下 。 

1) 弹性 阶段 

弹性 阶段 可 分 为 两 段 : HRE Oa 和 微 弯 段 zw。 直 线段 Oa 表示 应 力 ce 与 应 变 s 成 正比 
关系 ， 故 称 Oa 段 为 比例 阶段 或 线 弹 性 阶段 。a 点 所 对 应 的 应 力 值 称 为 材料 的 比例 极限 ， 
史 表 示 。op 是 材料 服从 胡 克 定律 的 最 大 应 力 。 即 当 o<6o, 时 ,co 二 Ee。 其 中 ， 弹 性 模 量 E 
等 于 直线 段 Oa 的 斜率 ， 即 下 一 tana。 低 碳 钢 Q235 的 比例 极限 ms200MPa， 弹 性 模 量 
E200GPa. 

WUT a 点 后 ， 图 线 ab PST AR Oa. RAR o He 不 再 成 正比 例 关 系 , 将 ab 曲线 
段 称 为 非 线 弹性 阶段 。 只 要 不 超过 2 点 ,在 和 印 去 荷载 后 ， 试 件 的 变形 能 够 完全 消除 ， 这 说 
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明 试 件 的 变形 是 弹性 变形 ， 故 Ob 段 称 为 弹性 阶段 。 2 点 所 对 应 的 应 力 值 称 为 弹性 极限 ， 
用 和 表示 。 在 c-s HAE. a. b 两 点 非常 接近 ， 所 以 工程 上 对 a. b 两 点 并 不 严格 区 分 。 
2) 屈服 阶段 

国 过 弹性 极限 后 ，c-s 曲线 上 的 bc 段 呈 接近 水 平 线 的 小 锯齿 形 阶 段 。 这 时 应 力 几 乎 
加 ， 而 变形 却 迅 速 增加 ， 材 料 暂 时 失去 了 抵抗 变形 的 能 力 ， 这 种 现象 称 为 屈服 或 流 
o be 段 称 为 屈服 阶段 。 使 材料 发 生 屈 服 的 应 力 ， 称 为 材料 的 屈服 应 力 或 屈服 极限 (也 称 
届 服 点 )， 用 和 表示 。 低 碳 钢 Q235 的 屈服 应 力 o. 守 235MPa。 如 果 试 件 表面 光滑 ， 则 当 
材料 届 服 时 ， 在 试 件 表面 可 观察 到 与 轴线 约 成 45 角 的 倾斜 条 纹 ( 图 8. 8)， 称 为 滑 移 线 。 
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这 是 因为 在 试 件 的 45 斜面 上 ， 作 用 有 最 大 切 应力 mus H rs 达到 某 一 极限 值 时 ， E 
属 材 料 内 部 品格 之 间 产 生 相 对 滑 移 而 形成 了 滑 移 线 。 材 料 届 服 表现 为 显著 的 塑性 变形 ， 而 


工程 中 的 大 多 数 构件 一 旦 出 现 显著 的 塑性 变形 ， 将 不 能 正常 工作 (或 称 失 效 )。 所 以 屈服 应 
力 so. 是 衡量 材料 失效 与 否 的 强度 指标 。 

3) 强化 阶段 

经 过 届 服 阶段 后 ， 材 料 又 恢复 了 抵抗 变形 的 能 为 . 要 使 试 件 继续 变形 必须 再 增加 荷 
载 。 这 种 现象 称 为 材料 的 强化 或 称 为 应 变 硬化 。 这 时 oce 曲线 又 逐渐 上 升 ， 直 到 曲线 的 最 
高 点 e。 所 以 ce 段 称 为 材料 的 强化 阶段 或 硬化 阶段 。e 点 所 对 应 的 应 力 必 是 材料 所 能 承受 
的 最 大 应 力 ， 称 为 强度 极限 或 抗 拉 强 度 、 它 是 衡量 材料 强度 的 男 一 个 重要 指标 。 低 碳 钢 
Q235 的 强度 极限 ms:380MPa。 在 强化 阶段 中 ， 试 件 的 变形 绝 大 部 分 是 塑性 变形 ， 此 时 试 
件 的 横向 尺寸 有 明显 的 缩小 。 

4) 局 部 变形 阶段 

在 点 之 前 试 件 产生 均匀 变形 。 过 e 点 后 ,在 试 件 的 某 一 局 部 范围 内 ， 横 向 尺寸 突然 
急剧 缩小 ， 形 成 颈 缩 现象 (图 8. 9) 。 由 于 试 件 颈 缩 处 的 横 截 面 面 积 显著 减 小 ， 和 荷载 读 数 开 
tA PRE. 在 zs 曲线 中 应 力 随 之 下 降 ， 直 至 :了 点 试 件 断裂 。e 太 阶段 称 为 局 部 变形 阶段 。 

在 拉 伸 过 程 中 ， 由 于 试 件 的 横向 尺寸 不 断 缩 小 ， 所 以 在 o —e 曲线 中 按 试 件 原始 面积 求 
BAME o— F/A. 实质 上 是 名 义 应 力 (或 为 工程 应 力 )。 相 应 地 ， 按 试 件 工作 段 的 原始 长 
度 求 出 的 线 应 变 s 王 AL/L， 实 质 上 是 名 义 应 变 (或 为 工程 应 变 ) 。 对 于 解决 弹性 范围 内 的 实 
际 问题 ， 按 试 件 原始 尺寸 得 到 的 名 义 c-e 曲线 所 提供 的 数据 足以 满足 工程 实际 的 需要 。 


图 8.8 图 8.9 



































5) 延伸 率 和 断面 收缩 率 

试 件 拉 断后 ， 弹 性 变形 消失 ， 塑 性 变形 Of 则 保留 下 来 。 工 程 上 用 试 件 拉 断 后 保留 的 
变形 来 表示 材料 的 塑性 性 能 。 衡 量 材 料 的 塑性 指标 有 两 个 :一 个 是 延伸 率 ( 也 称 伸 长 率 )， 
6 表示; 另 一 个 是 断面 收缩 率 (也 称 截 面 缩减 率 )， 用 y 表示 。 它 们 的 计算 公式 分 别 为 

















a=4=! x 100% (8.5) 
p= 45 x 100% (8.6) 
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xh. n 一 一 试 件 拉 断 后 工作 段 的 长 度 ; 
L 试 件 标 距 原 长 ; 
A 一 一 试 件 拉 断 后 贷 缩 处 的 最 小 横 截 面 面 积 ; 
A 一 一 试 件 原始 横 截 面 面 积 。 
延伸 率 6 越 大 ， 表 明 材料 的 塑性 性 能 越 好 。 工 程 上 通常 按 延 伸 率 的 大 小 把 材料 分 为 两 
大 类 : 6 二 5% 的 材料 称 为 塑性 材料 或 韧性 材料 ， 如 碳 钢 、 黄 铜 、 铝 合金 等 ; 而 把 6 二 5% 的 
材料 称 为 脆性 材料 ， 如 铸铁 、 砖 石 、 玻 璃 、 陶 瓷 等 。 低 碳 钢 Q235 的 延伸 率 8 = 20% ~ 
30%， 这 说 明 低 碳 钢 是 一 种 塑性 性 能 很 好 的 材料 。 
断面 收缩 率 y 也 是 衡量 材料 塑性 性 能 的 重要 指标 ,，y 越 大 ， 材 料 的 塑性 性 能 越 好 。 低 
碳 钢 Q235 的 断面 收缩 率 ya<60%。 
6) 卸载 定律 及 冷 作 硬 化 
如 果 试 件 拉 伸 到 强化 阶段 的 任 一 点 d 处 [图 8.7(b) 让 ， 然 后 逐渐 印 除 荷载 ， 则 应 力 和 
应 变 关系 将 沿 着 与 直线 段 Oa 几乎 平行 的 直线 段 dd' 下 降 到 d' 点。 这 说 明 在 印 载 过 程 中 ， 
应 力 和 应 变 按 直线 规律 变化 ， 这 就 是 印 载 定律 。 若 用 Ao 表示 印 载 时 的 应 力 增 量 ， 用 Ae 
示 印 载 时 的 应 变 增 量 ,， 则 有 Ac 一 EAe。 如 果 仓 载 后 不 久 又 重新 加 载 ， 应 力 -应 变 关 系 基本 
上 沿 着 印 载 时 的 同一 直线 d'd 上 升 到 4 点 ， 然 后 沿 着 原来 的 c-s 曲线 def 直到 断裂 。 可 
见 ， 在 重新 加 载 过 程 ， 材 料 的 比例 极限 得 到 了 提高 ， 而 塑性 变形 却 减 小 了 ， 这 种 现象 称 为 
冷 作 硬化 。 冷 作 硬 化 经 过 退火 后 又 可 消除 。 
在 工程 中 ,经 常 利 用 冷 作 硬 化 来 提高 钢筋 和 钢 缆绳 等 构件 在 线 弹性 范围 内 所 能 承受 的 
最 大 荷载 。 值 得 注意 的 是 ; 若 试 件 拉 伸 至 强化 阶段 后 邹 载 ， 经 过 一 段 时 间 后 再 受 拉 ， 则 其 
线 弹性 范围 内 的 最 大 荷载 还 有 所 提高 ， 如 图 S. 10 中 虚线 Ww' 所 示 。 这 种 现象 称 为 冷 作 时 
效 。 冷 作 时 效 不 仅 与 印 载 后 至 加 载 的 时 间 间 隔 有 关 ， 而 且 与 试 件 所 处 的 温度 有 关 。 
2. 其 他 材料 拉 伸 时 的 力学 性 能 
其 他 材料 拉 伸 时 的 力学 性 能 ， 也 可 用 拉 伸 时 的 c-s 曲线 来 表示 。 图 8. 11 中 给 出 了 另 
外 几 种 典型 的 金属 材料 在 拉 伸 时 的 c-s 曲线 。 可 以 看 出 ， 其 中 16Mn 钢 与 低 碳 钢 的 c-e 曲 
线 相似 ， 有 完整 的 弹性 阶段 、 届 服 阶段 、 强 化 阶段 和 局 部 变形 阶段 。 但 工程 中 大 部 分 金属 












































材料 都 没有 明显 的 届 服 阶段 ， 如 黄 铜 、 铝 合金 等 。 它 们 的 共同 特点 是 延伸 率 6 均 较 大 ， 都 
属于 塑性 材料 。 
G(MPa) 
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图 8.10 图 8.11 
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对 于 没有 届 服 阶段 的 塑性 材料 ， 通 常 将 对 应 于 塑性 应 变 为 ,二 0.2% 时 的 应 力 值 作为 








届 服 极限 ， 称 为 材料 的 名 义 届 服 极限 (或 名 义 届 服 点 )， 常 用 os 表示 (图 8. 12)。 
对 于 脆性 材料 ， 如 和 铸铁 、 陶 瓷 、 混 凝 土 等 ， 材 料 从 受 拉 到 断裂 ， 变 形 都 很 小 ， 
服 阶段 和 颈 缩 现象 ， 延 伸 率 很 小 。 





灰 铸铁 拉 伸 时 的 c-e 曲线 如 图 8. 13 所 示 。 由 于 灰 铸铁 的 c-s 曲线 没有 明显 的 


没有 届 


直线 部 








分 ， 且 拉 断 时 试 件 变形 很 小 ,因此 ,在 工程 计算 中 ,通常 规定 某 一 总 应 变 时 c-e | 














线 的 制 


线 来 代替 此 曲线 在 开始 部 分 的 直线 ， 从 而 确定 其 弹性 模 量 ， 并 称 之 为 制 线 弹性 模 量 。 同 





时 ， 认 为 材料 在 这 范围 内 近似 地 服从 胡 克 定律 。 
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A o(MPa) 
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图 8.12 图 8.13 


衡量 脆性 材料 强度 的 唯一 指标 是 材料 的 抗 拉 强度 mw 。 铸 铁 等 脆性 材料 的 抗 拉 


低 ， 所 以 不 宜 作 为 抗 拉 构件 的 材料 。 


8.2.2 材料 压缩 时 的 力学 性 能 


材料 压缩 时 的 力学 性 能 由 压缩 试验 测定 。 压 缩 试 件 常 采用 圆柱 体 和 立方 体 两 种 。 金 属 











强度 很 





材料 一 般 采 用 粗 短 圆 柱 体 试 件 ， 其 高 度 为 直径 的 1. 5 一 3. 0 倍 ， 以 防止 试 件 试验 时 被 压 弯 。 








非 金属 材料 (如 混凝土 、 石 料 等 ) 的 试 件 则 常 做 成 立方 块 。 











低 碳 钢 压 缩 时 的 c-s 曲线 如 图 8. 14 所 示 。 试 验 表 明 ， 低 碳 钢 压缩 时 的 比例 极限 mw 、 
屈服 极限 o Rp EBENE E 均 与 拉 伸 时 基本 相同 。 但 进入 强化 阶段 以 后 ， 试 件 越 压 越 扇 ， 横 
截面 面积 不 断 增 大 ， 试 件 的 抗 压 能 力也 不 断 增 大 ， 曲 线 不 断 上 升 ， 试 件 最 后 被 压 成 薄饼 形 


























状 ， 不 发 生 破 坏 ， 因 而 得 不 到 压缩 时 的 强度 极限 。 





其 他 塑性 材料 在 压缩 时 的 情况 也 都 和 低 碳 钢 的 相似 。 因 此 ， 工 程 中 常 认为 塑性 材料 在 








拉 伸 与 压缩 时 的 力学 性 能 是 相同 的 ， 一 般 以 拉 伸 试验 所 测 得 的 力学 性 能 为 依据 。 
铸铁 压缩 时 的 oc-e 曲线 如 图 8. 15 所 示 。 可 见 ， 铸 铁 压 缩 时 无 论 强度 极限 mw， 









































力 rmx 作用 而 破坏 。 





伸 率 9 都 比 拉 伸 时 要 大 得 多 ; 其 so-e 曲线 的 直线 部 分 很 短 ， 只 能 认为 是 近似 地 符合 胡 克 定 
律 的 ; 铸铁 压缩 破坏 时 ,其 断裂 面 与 轴线 大 致 成 45 一 55 的 倾角 ， 说 明 主要 是 因 最 大 切 应 
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图 8.14 图 8.15 


其 他 脆性 材料 ， 如 混凝土 、 石 料 等 ， 压 缩 时 的 强度 极限 也 远大 于 拉 伸 时 的 强度 极限 。 
inii 上 常用 脆性 材料 制 成 受 压 构件 。 


a) 
变形 较 / 
(2) 


-所 述 ， 塑 性 材料 与 脆性 材料 的 力学 性 能 主要 有 以 下 的 区 别 。 

塑性 材料 在 断裂 前 有 和 较 大 的 塑性 变形 ,其 塑性 指标 (8 和 y) 较 高 ， 而 脆性 材料 的 
、， 塑 性 指标 较 低 。 这 是 它们 的 基本 区 别 。 

脆性 材料 的 抗 压 能 力 远 比 抗 拉 能 力 强 ， 且 其 价格 便宜 ， 适 宜 于 制作 受 压 构件 ， 塑 


性 材料 的 抗 压 与 抗 拉 能 力 相 近 ， 适宜 于 制作 受 拉 构件 。 


(3) 


塑性 材料 和 脆性 材料 对 应 力 集中 的 敏感 程度 是 不 相同 的 。 对 于 脆性 材料 构件 ， 


应 力 集中 处 的 最 大 应 力 达 到 强度 极限 mw 时 ， 就 会 出 现 裂纹 ， 而 开放 尖端 又 会 引起 更 严重 的 


应 力 集中 





PP， 使 构件 由 于 裂纹 的 迅速 扩展 而 断裂 。 而 对 于 塑性 材料 构件 ， 当 应 力 集中 处 的 最 


大 应 力 达 到 届 服 极限 时， 该 处 材料 的 变形 可 以 继续 增长 ， 而 应 力 却 不 再 增 大 。 如 果 外 力 


继续 增 力 








1， 则 增加 的 力 将 由 截面 上 尚未 届 服 的 材料 来 承担 ， 使 截面 上 的 应 力 逐 渐 趋 于 均匀 


分 布 ， 直 到 整个 截面 上 的 应 力 都 达到 o,， 构 件 才 会 破坏 。 因此， 应力 集 中 现象 对 于 脆性 材 
料 的 危害 要 比 塑 性 材料 严重 得 多 。 对 于 一 般 的 塑性 材料 ， 在 静 荷 载 作用 下 可 以 不 考虑 应 力 





集中 的 影 


响 。 至 于 灰 铸 铁 ， 其 内 部 的 不 均匀 性 和 缺陷 往往 是 产生 应 力 集中 的 主要 因素 ， 而 


构件 外 形 和 尺寸 改变 所 引起 的 应 力 集中 就 可 能 成 为 次 要 因素 ， 因此 ， 对 于 灰 铸 铁 就 可 以 不 


考虑 应 力 集中 的 影响 。 





上 面 关于 塑性 材料 和 脆性 材料 的 划分 只 是 指 常温 、 静 载 时 的 情况 。 实 际 上 ， 同 一 种 材 
料 在 不 同 的 外 界 因 素 影 响 下 ， 可 能 表现 为 塑性 ， 也 可 能 表现 为 脆性 。 例 如 ， 低 碳 钢 在 低温 


时 也 会 变 得 很 脆 。 
最 后 还 应 指出 


其 变形 随 着 时 间 的 增加 


以 上 ) 高 


破裂 。 蠕 变 变 形 是 塑性 


因此 ， 如 果 说 材料 处 于 塑性 或 脆性 状态 ， 就 更 确切 些 。 
， 处 于 高 温 下 的 构件 ， 当 承受 的 应 力 超过 某 一 定 值 ( 低 于 材料 的 ?时 ， 








[而 不 断 增 大 ， 这 种 现象 称 为 蠕 变 。 例 如 用 低 碳 钢 制 成 的 高 温 (300YC 





压 蒸汽 管道 ， 











由 于 里 变 的 作用 管 径 不 断 增加 ， 管 辟 逐 渐变 薄 ， 有 时 可 能 导致 管 壁 








高 温 下 工作 的 构件 ， 在 发 生 弹 性 变形 后 ， 如 保持 其 变形 总 量 不 变 ， 则 构件 内 将 保持 一 


定 的 预 紧 力 。 随 着 
形 ， 从 而 使 构件 

















寺 间 的 增长 ， 因 蠕 变 而 逐渐 发 展 的 塑性 变形 将 逐步 地 代替 原 有 的 弹性 变 
F 内 的 预 紧 力 逐渐 降低 ， 这 种 现象 称 为 松弛 。 例 如 拧紧 的 螺栓 隔 段 时 间 后 需 
重新 拧紧 ， 就 是 由 于 发 生 了 松弛 的 缘故 。 











对 于 处 于 高 温 高 压 下 工作 的 构件 ， 应 当 注意 其 发 生 的 蠕 变 和 松弛 现象 ， 以 免 造成 不 良 后 果 。 
Cm 


Ree 杆 件 的 应 力 与 强度 计算 


| 8.3 许 用 应 力 、 安 全 因数 和 强度 条 件 


8.3.1. 许 用 应 力 和 安全 因数 


如 前 所 述 ， 脆 性 材料 构件 当 应 力 达 到 强度 极限 mw 时 ,会 引起 断裂 ， 塑 性 材料 构件 当 应 
力 达到 届 服 极限 a.( 或 名 义 届 服 极限 o ) 时 ， 将 产生 屈服 或 出 现 显著 塑性 变形 。 构 件 工作 
时 发 生 屈 服 或 出 现 显著 塑性 变形 一 般 也 是 不 容许 的 。 所 以 ， 从 强度 方面 考虑 ， 断 裂 是 构件 
破坏 或 失效 的 一 种 形式 ， 届 服 或 出 现 显 著 塑 性 变形 也 是 构件 失效 的 一 种 形式 。 通 常 我 们 将 
构件 失效 时 所 承受 的 应 力 称 为 材料 的 极限 应 力 ， 并 用 表示 。 显然， 对 于 脆性 材料 ，o, 二 
ovi 对 于 塑性 材料 ，am 二 6 或 06.2。 为 了 保证 构件 具有 是 够 的 强度 ， 构 件 在 外 力作 用 下 的 最 
大 工作 应 力 必须 小 于 材料 的 极限 应 力 。 在 强度 计算 中 ,把 材料 的 极限 应 力 除 以 一 个 大 于 1 的 























系数 n， 作 为 构件 工作 时 所 容许 的 最 大 应 力 , 称 为 材料 的 许 用 应 力 ， 并 用 Co] 表示 。 显然 
脆性 材料 : Ne: 
塑性 材料 ， 区 和 或 [四 一 2 





RP. me 六 一 一 分 别称 为 脆性 材料 和 塑性 材料 的 安全 因数 。 

安全 因数 是 表示 构件 安全 储备 大 小 的 一 个 系数 。 正 确 地 选择 安全 因数 是 十 分 重要 而 又 
非常 复杂 的 问题 = 安全 因数 取得 偏 大 ， 将 会 造成 材料 的 浪费 ， 安全 因数 取得 过 小 ， 又 可 能 
使 构件 不 能 正常 工作 甚至 发 生 破 坏 性 事故 因此， 安全 因数 的 选取 必须 体现 既 安 全 又 经 济 
实用 的 设计 思想 。 确 定安 全 因数 时 应 该 考虑 的 因素 一 般 有 : 加 荷载 的 类 型 以 及 对 荷载 估计 
的 准确 性 ; 四 材质 类 型 (塑性 材料 或 脆性 材料 )， 包 括 材质 的 均匀 性 和 材料 性 能 数据 的 可 靠 
性 ; @ 实 际 构件 简化 过 程 和 计算 方法 的 精确 程度 ; @ 构 件 的 重要 性 及 其 工作 条 件 等 。 各 种 
材料 在 不 同 工 作 条 件 下 的 安全 因数 和 许 用 应 力 ， 均 由 国家 有 关 技 术 部 分 制订 ， 并列 入 设计 
规范 或 手册 中 。 
还 需 指出 ， 由 于 脆性 材料 的 抗 压 能 力 比 抗 拉 能 力 强 ， 故 其 许 用 压 应 力 ( 用 [o] 表示 ) 
比 许 用 拉 应 力 ( 用 Lo) RIK: 而 塑性 材料 的 抗 拉 与 抗 压 能 力 相 同 ， 故 其 只 有 一 个 许 用 
mA Lo]. 




















8.3.2. 拉 压 杆 的 强度 条 件 


材料 的 许 用 应 力 是 构件 实际 工作 时 的 最 大 极限 值 。 因 此 ， 为 了 保证 构件 安全 可 靠 地 工 
作 ， 构件 内 的 最 大 工作 应 力 ox 不 得 超过 材料 的 许 用 应 力 [o]， 即 


om = (FE) «Ul (8.7) 





上 式 表示 杆 件 受到 轴 向 拉 伸 或 压缩 时 的 强度 条 件 。 对 于 等 直 杆 ， 式 (8.7) 则 变 为 
WR) 
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利用 上 述 条 件 ， 可 以 解决 以 下 三 类 强度 问题 。 
1. 校 核 强度 
当 已 知 拉 压 杆 的 截面 尺寸 、 许 用 应 力 和 所 受 外 力 时 ,通过 比较 工作 应 力 与 许 用 应 力 的 
大 小 ， 以 判断 该 杆 是 否 安 全 。 需 要 指出 的 是 
gu —[o] x 100%<5% 
lo] 


z Tis 
Ome = A <S lc] (8.8) 
































在 工程 上 是 容许 的 。 

2. 设计 截面 尺寸 

如 果 已 知 拉 压 杆 所 受 外 力 和 材料 的 许 用 应 力 ， 根 据 强度 条 件 可 以 确定 该 杆 所 需 横 截 面 
面积 。 例 如 ， 对 于 等 直 杆 ， 其 所 需 横 截 面 面 积 为 


Fyw: 
A> x 
Lo] 

















3. 确定 许可 荷载 

如 果 已 知 拉 压 杆 的 截面 尺寸 和 许 用 应 力 ， 根 据 强 度 条 件 可 以 确定 该 杆 所 能 承受 的 最 大 
47] 

Fy < Alo] 

然后 根据 杆 件 的 静 力 平衡 条 件 ， 求 出 轴 力 与 外 力 间 的 关系 ， 就 可 以 确定 出 杆 件 或 结构 
所 能 承担 的 最 大 安全 荷载 ， 即 许可 荷载 。 

例 8.2 一 钢 制 直 杆 受 力 如 图 8. 16(a) 所 示 了 已 知 [oj] 王 160MPa，A4i 一 300mm2 ，A; 一 
150mm? ， 试 校 核 此 杆 的 强度 。 


A A A 
75KN 65kN 
45kN 35kN 





图 8. 16 


解 : (1) 用 截面 法 计算 杆 件 各 段 轴 力 ， 并 画 轴 力图 如 图 8. 16(b) 所 示 。 
(2) 确定 可 能 的 危险 截面 。 
AB 段 截 面 一 一 因 其 轴 力 Fw —45kN 最 大 。 


(BEY 


mee) 杆 件 的 应 力 与 强度 计算 


BC 段 截面 一 一 其 轴 力 Fx; — —30kN 虽然 最 小 ， 但 面积 也 是 最 小 的 。 
注意 到 CD 段 截面 不 可 能 是 危险 截面 ， 因 为 其 轴 力 Ps <P» H AB 段 和 CD 段 的 截 






































面 面 积 都 相同 。 
(3) 用 强度 条 件 校 核 该 杆 的 强度 安全 性 。 
AB EE: n En XI X10 一 150MPa( 拉 应 力 )<[o] 
BC EE; = i 20210" x 19-5 =200MPa ENID > [o] 


可 见 ，AB 段 满足 强度 要 求 ， 而 BC 段 不 满足 强度 要 求 。 

一 般 来 说 ， 当 校 核 了 结构 中 某 一 杆 件 或 某 一 杆 件 截面 不 满足 强度 要 求 时 ， 该 结构 的 强 
度 便 是 不 安全 的 了 。 

例 8.3 图 8.17(a) 所 示 析 架 ， 杆 AB 为 直径 d=30 mm 的 圆 钢 杆 ， 其 许 用 应 力 为 [e] = 
160MPa, FF BC 为 边 长 4 二 8cm 的 正方 形 截面 木 杆 ， 许 用 应 力 为 La]; —8MPa. BORA 
架 的 许可 荷载 [F]. AAMT RRS ATA F 王 120kN， 试 重新 设计 两 杆 尺 寸 。 





(a) (b) 


图 8.17 


解 : (1) 静 力 分 析 。 

取 节 点 B 为 研究 对 象 ， 受 力 如 图 8. 17(b) 所 示 。 根 据 节点 B 的 平衡 方程 
XF,—0. Fyxcos30°— Fy cos60°=0 
XF,—0. Fy sin60°+Fyx:sin30°—F=0 








解 得 
Fa =F, Fe =} FURS) 

(2) 由 强度 条 件 确定 许可 荷载 。 
HAB F<A[oh="4[oh 

2 xd 2 xX0.02.. diu aL. 
所 以 FoR 4 Lol A d X 160 10° X 107*=130. 6kN 
FF BC FSA: [o]: —a [6]; 
所 以 F<2a’[o]2=20. 08 X 8X 10° X 107? —102. 4kN 


WEE) 


e L 


可 见 ， 该 术 架 的 许可 荷载 由 方 木 杆 BC 的 强度 条 件 确定 ， 其 值 为 [F]=102. 4kN。 























(3) 4 F—120kN 时 ， 重 新 设计 两 杆 尺寸 。 
杆 AB Fn = Br- 60/3kN 
2 Fy 
m+ Pw 
四 ^74?) 
得 ae [ AE [4X 60/3 X10? .. o Ja BE 
Y “Iriel | xX160X10° 
可 取 d=29mm 
杆 BC Fe 一 十 F 一 60kN 
Fy 
»=a >a 
由 A,=a tk 
48 60X 10... 5 
得 az ee = 8x 10 X10? —86. 6mm 


可 取 a=87mm, 
此 种 设计 可 使 图 8. 17(a) 结 构 中 的 两 杆 工 作 应 力 同时 达到 许 用 应 力 ， 称 为 等 强度 设计 。 


| 8.4 连接 件 的 实用 计算 


在 工程 中 ， 为 了 将 构件 相互 连接 起 来 .常用 铀 钉 、 螺 栓 、 键 或 销 钉 等 连接 ， 这 些 起 连 
接 作 用 的 部 件 统称 为 连接 件 。 
连接 件 的 受 力 与 变形 一 般 是 很 复杂 的 ， 很 难 做 出 精确 的 理论 分 析 。 因 此 ， 工 程 中 通常 采 
用 实用 的 简化 分 析 方 法 或 称 为 假定 计算 方法 。 其 要 点 是 : 一 方面 假定 应 力 分 布 规律 ， 从 而 计 
算出 各 部 分 的 “名 义 应 力 ”; 另 一 方面 ,根据 实 物 或 模拟 实验 ， 并 采用 同样 的 计算 方法 ， 
破坏 荷载 确定 材料 的 极限 应 力 ; 然 后， 再 根据 上 述 两 方面 的 结果 建立 其 强度 条 件 。 实 践 表 
明 ， 这 种 假定 计算 方法 是 可 靠 的 。 现 以 锦 钉 等 连接 为 例 ， 介 绍 有 关 概 念 与 计算 方法 。 



































8.4.1 剪 切 的 概念 与 实用 计算 





考察 如 图 8. 18(a) 所 示 的 锦 钉 连接 ， 显 然 ， 锦 钉 在 两 侧面 上 分 别 受到 大 小 相等 、 方 向 
相反 、 作 用 线 相距 很 近 的 两 组 外 力 系 的 作用 [图 8. 18(b)]。 锦 钉 在 这 样 的 外 力作 用 下 ， 
将 沿 两 侧 外 力 之 间 ， 并 与 外 力作 用 线 平 行 的 截面 mn 发 生 相对 错 动 ， 这 种 变形 形式 称 为 
剪 切 。 发 生 剪 切 变形 的 截面 m 一 mw， 称 为 受 剪 面 或 剪 切面 。 

应 用 截面 法 ， 可 求 得 受 剪 面 m—m EWJ Fs [图 8. 18(c)]。 在 工程 实用 计算 中 ， 
通常 假定 受 剪 面 上 的 切 应 力 均 匀 分 布 ， 于 是 ， 受 剪 面 上 的 名 义 切 应 力 为 
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T= 






































(8.9) 


Ou 


L BUDE SE) 


xh. FS—— 569) ifi E0989 Hs 
A. 一 一 受 剪 面 的 面积 。 


S 
A F Ff p 
RQ KA " F 
"9, 
m 


(a) 
A 8.18 
然后 ， 通 过 直接 试验 ， 并 按 式 (8.9) 求 得 剪 切 破坏 时 材料 的 极限 名 义 切 应 力 cs HEBR 
以 安全 因数 ， 即 得 材料 的 许 用 切 应 力 [rz]。 于 是 ， 剪 切 强度 条 件 为 


一 A = rl (8. 10) 





DUET AP TEI Ce] 与 拉 伸 许 用 应 力 [e] 有关。 对 于 钢材 
[r]- (0.75 忆 0.80)[c] 
需要 注意 ， 在 计算 中 要 正确 确定 有 此 个 受 剪 面 ， 以 及 每 个 受 剪 面 上 的 剪 力 。 





8.4.2. 挤 压 的 概念 与 实用 计算 


在 如 图 8. 18(a) 所 示 的 锦 杀 连接 中 ， 除 锦 钉 发 生 剪 切 变形 外 ,在 连接 板 孔 边 与 锦 钉 之 
间 还 存在 着 相互 压 紧 的 现象 ， 称 为 挤 压 。 挤 压 发 生 在 构件 相互 接触 的 局 部 面积 上 (这 也 是 
与 压缩 的 最 大 区 别 ) - 它 在 构件 接触 面 附近 的 局 部 区 域内 发 生 较 大 的 接触 应 力 ， 称 为 挤 压 
应 力 ， 并 用 a 表示 。 挤 压 应 力 是 垂直 于 接触 面 的 正 应 力 。 当 挤 压 应 力 过 大 时 ， 将 会 在 二 
者 接触 的 局 部 区 域 产生 过 量 的 塑性 变形 ， 从 而 导致 二 者 失效 。 

挤 压 接触 面 上 的 应 力 分 布 同样 也 是 很 复杂 的 ， 在 工程 计算 中 也 是 采用 假定 计算 ， 即 假 
定 挤 压 应 力 在 有 效 挤 压 面 上 均匀 分 布 。 于 是 ， 可 得 名 义 挤 压 应 力 为 

EPI 
Obs = As 

sp. FL— Be fi tf EW AB JJ s 
a 

当 挤 压 面 为 平面 接触 时 ， 有 效 挤 压 面 面 积 等 于 实际 承 压 面积 (如 平 键 ); 当 挤 压 面 为 加 
柱 面 接触 时 ， 有 效 挤 压 面 面 积 为 实际 承 压 面积 在 垂直 于 挤 压 力 的 直径 平面 上 的 投影 面积 
0 螺栓 、 销 钉 等 ) 。 

然后 ， 通 过 直接 试验 ， 并 按 公式 (8. 11) 求 出 材料 的 极限 名 义 挤 压 应 力 ， 从 而 确定 许 
挤 压 应 力 ce。 于 是 ， 挤 压强 度 条 件 为 





(8. 11) 
































xt 

















LN =F* < [on] (8.12) 
应 当 注意 ， 挤 压 应 力 是 在 连接 件 和 被 连接 件 之 间 相 互 作 用 的 。 因 而 ， 当 两 者 材料 不 同 
Wx) 





| 
Bin 


时 ,应 校 核 其 中 许 用 挤 压 应 力 较 低 的 材料 的 挤 压强 度 。 

上 面 介绍 的 实用 计算 方法 ， 从 理论 上 看 虽 不 够 完善 ,但 对 一 般 的 连接 件 来 说 ， 用 这 种 
简化 方法 计算 还 是 比较 方便 和 切合 实际 的 ， 故 在 工程 计算 中 被 广泛 地 应 用 着 。 

例 8.4 一 木质 拉杆 接头 部 分 如 图 8.19 所 示 。 已 知 接头 处 的 尺寸 为 l=h=b= 18cm, 
材料 的 许 用 挤 压 应 力 [o%] 二 10MPa， 许 用 切 应 力 [rj 二 2. 5MPa， 试 按 剪 切 和 挤 压 强度 求 
许可 拉力 [F]。 


























解 : CD 按 剪 切 强度 确定 许可 拉力 。 
接头 左 半 部 分 拉杆 的 受 前 面 mn [图 8. 19(a)] 上 的 前 力 为 Fs 二 下 受 前 面 面 积 为 
A, 二 ,于 是 由 式 (8. 10) 得 
_F_F 


pe INS Er] 
Fi a[r]= 0. 18 X 0:183 2: 5 X 10° X 10? = 81kN 
(2) 按 挤 压强 度 确定 许可 拉力 。 
PEET m—k [图 8. 19(a)] 上 的 挤 压力 为 已。 一 尼 ， 有 效 挤 压 面积 为 Am hs HH 
式 (8. 12) 得 














Fl Lous ]— 4 X 0. 18 X 0. 18 X 10 X 10° X 10 = 108kN 


HELL. VERT PLAT ch BY aR RE ie. SO [F ] —81kN. 

例 8.5 在 图 8. 20(a) rz MERE rp. CATA F=80kN, MI b= 100mm, AWE 
t=12mm. SIFT A4% d= 16mm， 许 用 切 应 力 [c] = 100MPa， 许 用 挤 压 力 Cow] = 
300MPa， 许 用 拉力 [o] 王 160MPa， 试 校 核 该 接头 的 强度 。 

解 : CD 锦 钉 的 剪 切 强度 校 核 。 

研究 表明 ， 若 外 力 的 作用 线 通过 锦 钉 群 横 截面 的 形 心 ， 且 各 锦 钉 的 材料 与 直径 均 相 
同 ， 则 每 个 锦 钉 的 受 力 都 相等 。 因 此 ， 对 于 图 S. 20(a) 所 示 锦 钉 群 ， 各 钾 钉 剪 切 面 上 的 剪 
力 应 均 为 






































Fs = Ë = 88 = 20kN 
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图 8. 20 


而 相应 的 切 应 力 则 为 
£ us PED XO X 107.57 99, 5MPa < [c] 

这 表明 钾 钉 的 剪 切 强度 足够 。 

(2) 锦 钉 的 挤 压强 度 校 核 。 

锦 钉 所 受 的 挤 压力 等 于 剪 切 面 上 的 剪 力 Fs. Bl 及 .= 及 =20kN， 所 以 锦 钉 的 挤 压 应 力 为 

Fu Fin 00 205010" 

Ay. td ~ 0:012 X 0. 016 


这 表明 钾 钉 的 挤 压强 度 足够 。 

(3) 板 的 拉 伸 强度 校 核 , 

板 的 受 力 如 图 8. 20(D7 所 示 。 利 用 截面 法 ， 可 求 出 板 各 段 的 轴 力 ， 并 画 出 其 轴 力 网 ， 
如 图 8. 20(c) 所 示 < 可 见 ， 板 的 危险 截面 为 截面 1 一 1 或 截面 2 一 2。 它 们 的 应 力 分 别 为 














X 107 = 104. 2MPa < [on] 
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Fy F 80% 10* ^ 
mei A= Goat ~ 010.016) x 0.012 * 10” = 79. 4MPa < [s] 
3 3. 3 
Ba iF 3X 80 x 10 














o = A, = G— dat ~ 0.1—2X9.019 XO. 012 (10 = 73. 5MPa < [o] 


这 表明 板 的 拉 伸 强 度 足够 。 所 以 ， 该 接头 是 安全 的 。 


| 8.5 圆 轴 扭转 切 应 力 及 强度 条 件 





扭转 是 杆 件 的 基本 变形 之 一 。 工 程 中 常 把 以 扭转 变形 为 主要 变形 的 直 杆 称 为 轴 。 圆 轴 
在 工程 中 最 常见 ， 本 节 将 研究 圆 轴 扭转 时 的 应 力 与 强度 计算 。 
































8.5.1 试验 与 假设 


























为 了 研究 圆 轴 的 扭转 应 力 ， 首 先 通过 试验 观察 其 变形 。 
取 一 等 截面 圆 轴 ， 并 在 其 表面 等 间距 地 画 上 纵向 线 和 圆周 线 [图 8. 21(a)]， 然 后 在 轴 
两 端 施加 一 对 大 小 相等 、 方 向 相反 的 力 偶 窍 ， 使 轴 发 生 扭 转变 形 。 从 试验 中 观察 到 


WEE) 








Pe 


[图 8. 21(b)]: 各 圆周 线 绕 轴线 相对 地 旋转 了 一 个 角度 ,但 大 小 、 形 状 和 相 邻 两 周 线 间 的 
距离 保持 不 变 ， 在 小 变形 的 情况 下 ， 各 纵向 线 仍 近 似 地 是 一 条 直线 ， 只 是 倾斜 了 一 个 微小 
的 角度 。 由 此 ， 可 做 出 如 下 基本 假设 : 圆 轴 扭转 变形 前 原 为 平面 的 横 截 面 ， 变 形 后 仍 保持 
为 平面 ， 形 状 和 大 小 不 变 ， 半 径 仍 保持 为 直线 ; 且 相 邻 两 截面 间 的 距离 不 变 。 这 就 是 圆 轴 
扭转 的 平面 假设 。 根 据 上 述 平 面 假设 ， 可 以 分 析 判 断 : 横 截 面 上 没有 正 应 力 ， 只 有 切 应 
力 ， 且 切 应 力 具有 旋转 对 称 性 一 一 均 垂直 于 圆 截面 的 半径 。 巾 此 可 知 ， 圆 轴 扭 转 时 横 截 面 
上 的 切 应 力 为 : r=r(p)。 


纵 线 圆周 线 
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B 8.21 
8.5.2 Bein EYJ 


H TAFEA FE BATT I-B 8 DRRR EUR IR. WARRI PK 
系 三 方面 。 


1. 几何 关系 

用 相距 为 dz 的 两 个 横 截 面 及 夹 角 无 限 小 的 两 个 纵向 截面 ， 从 受 扭 圆 轴 内 切取 一 攀 
体 OLABCDO, 来 分 析 [图 8. 2260 ]. 

根据 平面 假设 ， 模 形体 的 变形 如 图 中 虚线 所 示 ， 表面 的 矩形 ABCD 变形 为 平行 四 边 
JÉ ABC'D'. FERIER p 的 任 一 矩形 abcd 变 为 平行 四 边 形 abc'd ， 即 均 在 垂直 于 半径 的 平面 
内 发 生 剪 切 变形 。 设 槐 形体 左右 两 端 横 截 面 间 的 相对 扭转 角 为 dep, WIE abed 的 切 应 变 为 


WW 
































7。， 则 由 图 可 知 
y, ^» tany, = ae = S 
此 得 
y, =e $2 (a) 
2. 物理 关系 








剪 切 胡 克 定律 知 ， 在 剪 切 比例 极限 内 ， 切 应 力 与 切 应 变 成 正比 ， 所 以 ， 横 截面 上 距 
圆心 p 处 的 切 应 力 为 














wp = Gy, = Go € (b) 





这 表明 圆 轴 横 截面 上 的 切 应 力 沿 半径 线性 分 布 。 又 因为 y, REEE FERF 
Ou 
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内 ， 所 以 = 也 与 半径 垂直 [图 8. 220]. 由 于 各 未 知 ， 所 以 还 不 能 用 式 (b) 来 计算 扭转 切 
应 力 。 





图 8.22 


3. 静 力学 关系 
在 横 截面 上 ， 距 圆心 为 5 的 任意 点 处 ， 取 微 面积 dA [图 8. 22(b)]， 其 上 的 微 内 力 c, 
dA 对 圆心 的 力矩 为 pr,dA， 整 个 模 截 面 上 所 有 内 力矩 之 和 构成 该 截面 上 的 扭矩 T， 即 
T fA (o 
将 式 (b) 代 入 武 (9， 得 
edd eda. sur. di 
T-G del p dA — Gi, € 





于 是 得 
doe T z 
T mA (8.13) 
这 是 圆 轴 扭 转变 形 的 基本 公式 。 式 中 ，GF 称 为 圆 轴 截面 扭转 刚度 。 
最 后 ， 将 式 (8. 13) 代 入 式 (b), 得 
noe (8.14) 





这 是 圆 轴 扭转 切 应 力 的 一 般 公 式 。 
从 式 (8.14) 可 知 , 当 p 等 于 横 截 面 的 半径 R 时 . 即 在 横 截面 周边 上 的 各 点 处 , 切 应 力 将 
达到 最 大 值 ,其 值 为 











IR oe cP a a 
met UU TR, We 


su, W,—1L,/R 也 是 一 个 仅 与 截面 尺寸 有 关 的 量 ， 称 为 所 转 截 面 系数 (或 抗 扭 截面 系数 )。 
WEE) 


(8. 15) 


| 
ut uen 


对 于 直径 为 4 的 实心 国 轴 , dor TBS, BELL 


Lb bad 
wW =R I2 16 (8. 16) 
i 
对 于 内 外 径 之 比 为 二 d/D HZL WF L= aa. Bi 
w, = g = a) (8.17) 


必须 指出 ， 以 上 切 应 力 计算 公 式 是 以 平面 假设 为 前 提 导 出 的 ， 而 且 推 导 中 使 用 了 剪 切 
胡 克 定律 ， 因此， 只 适用 于 符合 平面 假设 的 等 直 圆 轴 ( 实 心 轴 或 空心 轴 ) 在 线 弹性 范围 以 内 
的 条 件 。 对 于 横 截面 沿 轴线 变化 缓慢 的 圆锥 形 杆 ， 也 可 以 近似 地 适用 。 























8. 5.3 圆 轴 扭 转 时 的 强度 条 件 


为 了 保证 受 扭 圆 轴 能 安全 正常 地 工作 ， 其 最 大 工作 切 应 力 rw 不 应 超过 材料 的 许 用 切 

MJC]. B 
W & [7] (8.18) 

式 中 ， 许 用 切 应 力 [z] 是 由 扭转 试验 得 到 的 极限 切 应 力 z,s 除 以 安全 因数 n 而 得 到 的 。 

对 于 等 直 圆 轴 ， 最 大 工作 切 应力 cus EHE TECH HUS Ts、 所 在 横 截面 上 的 周边 各 点 处 ; 
对 于 阶梯 形 圆 轴 ， 由 于 其 各 段 的 扭转 截面 系数 W; 不 同 ，ztwx 就 不 一 定 发 生 在 Tu 所 在 的 截 
面 上 ， 这 时 应 同时 考虑 了 和 W, 两 个 因素 来 确定 。 

应 用 强度 条 件 可 以 解决 强度 校 核 、 截 面 设计 和 确定 许可 荷载 等 三 类 强度 计算 问题 。 

918.6 [5 8. 23(a) 所 示 阶 梯形 圆 轴 ，AB 段 为 实心 部 分 ， 直径 di 二 40mm，BC 段 
为 空心 部 分 ， 内径 d 二 50mm， 外 径 D= 60mm, 扭转 力 偶 矩 为 Ma —0. 8kN * m. 
Ms 二 1. 8kN * m, Mc—IkN * m, 已 知 材 料 的 许 用 切 应 力 为 [rj 二 80MPa， 试 校 核 轴 
的 强度 。 











解 : 用 截面 法 求 出 AB、BC 段 的 扭矩 ， 并 绘 


M. Ms Mc E 
出 扭矩 图 如 图 8. 23(b) 所 示 。 
CA O 由 扭矩 图 可 见 ， 轴 BC RHEE AB 段 大 , fH 



























































(a) 
A 
1 两 段 轴 的 直径 不 同 ， 因 此 须 分 别 校 核 两 段 轴 的 
O.8kN:m 
o 强度 。 
(b) o >x AB Bt: 
g ap _ Tas _ 0.8X 10 T 
IkN-m tm Wo ako. L 
pAB AU a 
16 X 0. 04 
8.23 
i = 63. 7MPa < [+] 
BC B: 
—d 50. 
“一 万 一 60 0. 833 
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(1—0. 8334) 一 2. 199X 10 ^m* 


3 X0. 068 
Wore (—a')=* T 


ie Te 1X10? 
Tes Wc 2.199 X107 


因此 ， 该 轴 满足 强度 条 件 的 要 求 。 











X1075—45. 5MPa<[r] 





| 8.6 梁 的 弯曲 正 应 力 及 正 应 力 强 度 条 件 


8.6.1 弯曲 的 概念 


杆 件 在 其 包含 杆 轴线 的 纵向 平面 内 ， 承 受 垂直 于 杆 轴线 的 横向 外 力 (荷载 ) 或 外 力 倘 作 
用 时 ， 杆 的 轴线 将 由 直线 变 为 曲线 ， 这 种 变形 称 为 弯曲 。 凡 是 以 弯曲 为 主要 变形 的 杆 件 ， 
称 为 梁 。 
工程 中 常用 的 梁 其 横 截 面 大 都 具有 纵向 对 称 轴 ， 如 圆 形 、 和 矩形 、 工 字形 、T 形 及 箱 形 
截面 粱 等 ， 当 荷载 作用 在 梁 的 纵向 对 称 面 上 上 时， 其 轴线 将 受 弯 变 成 纵向 对 称 面 内 的 一 条 平 
面 曲线 ， 这 种 弯曲 称 为 对 称 弯 曲 。 对 称 弯曲 时 ， 由 于 梁 变 形 后 的 轴线 所 在 平面 与 外 力作 用 
面 重合 ， 因 此 也 称 为 平面 弯曲 平面 弯曲 是 弯曲 变形 中 最 简单 和 最 基本 的 情况 ， 本 节 将 仅 
讨论 直 梁 的 平面 弯曲 。 
一 般 情 况 下 ， 梁 的 横 截 面 上 同时 存在 着 弯 矩 和 剪 力 两 种 内 力 。 由 于 弯 和 矩 M 只 能 由 法 
向 微 内 力 adA AR 917] 只 能 由 切 向 微 内 力 rdA 合成 ， 因 此 ， 梁 的 横 截面 上 通常 同时 
存在 着 正 应 办 a 和 切 应 力 r。 这 种 平面 弯 遇 称 为 横 力 弯曲 (或 剪 切 弯曲 )。 如 果 梁 的 横 截 面 
上 只 有 弯 矩 ， 而 剪 力 不 存在 ， 这 时 横 截 面 上 将 只 有 正 应 力 而 无 切 应 力 ， 这 种 平面 弯曲 称 为 
纯 弯 曲 。 
























































8.6.2 纯 弯 曲 时 染 横 截 面 上 的 正 应 力 


研究 梁 纯 弯曲 时 横 截 面 上 的 正 应 力 与 研究 圆 轴 扭 转 时 的 切 应 力 相 似 ， 需 通过 试验 观察 
变形 情况 ， 从 几何 关系 、 物 理 关 系 和 静 力 学 关系 三 方面 进行 综合 分 析 。 

1. 几何 关系 

为 便于 观察 变形 现象 ， 采 用 和 拢 形 截面 的 橡皮 梁 进行 纯 弯 曲 试验 。 实 验 前 ， 在 梁 的 侧面 
上 画 一 些 水 平 的 纵向 线 和 与 纵向 线 相 垂 直 的 横向 线 [图 8. 24(a)]， 然 后 在 梁 两 端 纵向 对 称 
面 内 施加 一 对 方向 相反 、 力 偶 矩 均 为 M 的 力 偶 ,使 梁 发 生 纯 弯曲 变形 [图 8. 24(b)]。 从 
试验 中 观察 到 : 

CD 变形 前 互相 平行 的 纵向 直线 ， 变 形 后 均 变 为 圆 弧 线 ， 且 靠近 梁 顶 面 的 纵向 线 缩 
短 ， 而 靠近 梁 底 面 的 纵向 线 伸 长 。 

(2) 变形 前 垂直 于 纵向 线 的 横向 线 变形 后 仍 为 直线 ， 且 仍 与 纵向 曲线 正 交 ， 只 是 相对 
转 过 了 一 个 角度 。 
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根据 上 述 变形 现象 ， 可 对 梁 内 变形 做 出 如 下 假设 : 梁 索 曲 变形 后 ， 其 横 截 面 仍 保持 为 
平面 ， 且 仍 与 纵向 曲线 正 交 ， 称 为 平面 假设 。 
根据 平面 假设 ， 梁 弯曲 时 ,顶部 “纤维 ”缩短 ,底部 “纤维 ” 伸 长 ， 由 缩短 区 到 仲 长 
区 ， 其 间 必 存在 一 长 度 不 变 的 过 渡 层 ， 称 为 中 性 层 。 中 性 层 与 模 截面 的 交 线 称 为 中 性 轴 
(图 8.25)。 由 于 梁 的 变形 对 称 于 纵向 对 称 面 ， 因此， 中 性 轴 = 轴 必 垂直 于 横 截 面 的 纵向 对 
你 轴 > 轴 。 至 于 中 性 轴 在 横 截 面 上 的 具体 位 置 尚 待 确定 。 
















































































图 8.24 图 8.25 


现在 ,我 们 来 研究 纵向 纤维 应 变 的 规律 。 为 此 ， 用 模 截 面 mw 一 mw 和 一 n 从 梁 中 切取 
长 为 dz 的 一 微 段 ， 并 沿 截面 纵向 对 称 轴 与 中 性 轴 分 别 建立 坐标 轴 y 轴 与 x 轴 [图 8.26 
(a)]。 梁 弯曲 后 ， 坐 标 为 y 的 纵向 纤维 ap AE MAR ab^ [图 8.26(b)]。 设 两 截面 的 相对 
转角 为 4， 中 性 层 的 曲率 半径 为 p， 则 纵向 纤维 ab 的 线 应 变 为 
a'b'—ab (pty) d0—pdd_ y 
ab dà p 











(a) 








(a) (b) 
8.26 


上 式 表明 ， 纵 向 纤维 的 线 应 变 与 它 到 中 性 层 的 距离 y 成 正比 ， 而 与 = 无关。 这 也 表 
明 ， 距 中 性 轴 等 距离 各 点 处 的 线 应 变 完全 相同 。 
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Ree 杆 件 的 应 力 与 强度 计算 


2. 物理 关系 

假设 梁 在 纯 弯 曲 时 各 纵向 纤维 之 间 互 不 挤 压 ( 称 为 单 向 受 力 假设 )， 则 每 根 纵向 纤维 的 
受 力 类 似 于 轴 向 拉 伸 (或 压缩 ) 的 情况 。 当 正 应 力 不 超 过 材料 的 比例 极限 时 ， 应 满足 胡 克 定 
fg. HI 





o=E=EX (b) 
p 


可 见 ， 正 应 力 沿 截面 高 度 呈 线性 分 布 ， 而 沿 截 面 宽度 为 均匀 分 布 ， 中 性 轴 上 各 点 处 的 
正 应 力 均 为 零 。 

3. 静 力学 关系 

根据 以 上 分 析 得 到 了 正 应 力 分 布 规律 的 公式 (5)， 但 由 于 在 该 式 中 中 性 层 的 曲率 半径 6 
以 及 中 性 轴 的 位 置 还 不 知道 ， 故 还 不 能 由 式 (5) 计 算 正 应 力 。 这 些 问题 必须 利用 静 力 学 关 
系 才 能 解决 。 

纯 弯 曲 时 ， 横 截面 上 各 点 处 的 法 向 内 力 元 素 cdA 构成 了 空间 平行 力 系 ， 它 们 应 满足 如 
下 的 静 力 平衡 条 件 ( 图 8. 27): 











Fw [aa =0 (c) 
M, = | zaa 一 0 (d) 
M, =f yodA =M (e) 

A 


将 式 (b) 代 入 式 Ce)， 得 

R Ly E E 

Fy =f E zaa Ef yaa " 

可 见 ， 有 S: 二 0， 这 表明 中 性 轴 = anos Be AR a ATE 
心 ， 由 此 确定 了 中 性 轴 的 位 置 。 

将 式 (b) 代 入 式 (d)， 得 

E E 

M, I, aot EJ yedA 














S.=0 





E 
p 
由 此 得 到 1. —0. F y 轴 是 横 截 面 的 纵向 对 称 轴 ， 
所 以 该 式 自然 满足 。 

将 式 (b) 代 入 式 (e)， 得 








I 一 0 

















M. = Ef yda = E1.=M 
pi^ p 
此 即 可 得 到 中 性 层 曲率 1/0 的 表达 式 
1 M 
SSR (8.19) 
RG. DEWASA 9 — PEARSE, MEX DA. TERHISISSABÍEJH T. ET ith 
X. MWAKE WEE RA). BrDA. ELPA RAS MH RU EE hts USE . 


WHEE) 






































ut enn 


将 式 (8. 19) 代 入 式 (b)， 得 


o=% (8. 20) 
这 就 是 等 直 梁 在 纯 弯 曲 时 横 截面 上 任 一 点 的 正 应 力 计算 公式 。 式 中 ，M 为 模 截 面 上 的 
DE. y 为 所 求 正 应 力 点 到 中 性 轴 的 距离 ，I. 为 横 截面 对 中 性 轴 的 惯性 和 矩 。 
由 式 (8. 20) 可 知 ， 当 y 二 ywwx 时 ， 即 在 横 截面 上 离 中 性 轴 最 远 的 各 点 处 ， 弯 曲 正 应 力 
最 大 ， 其 值 为 























My max 
Omax I. 
4 w. = 
Y max 
则 Hia = 说 (8. 21) 


式 中 ， 琵 -是 一 个 仅 与 截面 形状 和 尺寸 有 关 的 量 ， 称 为 弯曲 截面 系数 (或 抗 弯 截 面 系 




















数 ), 其 单位 为 mi 。 
对 于 高 为 h， 宽 为 5 的 矩形 截面 ， 其 弯曲 稚 面 系数 为 
Nm a 
W.m = H 
S nux PL 6 
对 于 直径 为 d 的 圆 形 截面 "其 弯曲 截面 系数 为 
zd* 
= Ex WC rd 
W = E m 
2 
对 于 内 、 外 径 之 比 为 = d/D 的 空心 圆 截面 ， 其 弯曲 截面 系数 为 
rash Sua xD _) 
D 32 a 
2 


各 种 型 钢 的 弯曲 截面 系数 可 从 附录 工 中 查 出 。 

当 梁 弯曲 时 ， 横 截面 上 既 有 拉 应 力也 有 压 应 力 。 对 于 中 性 轴 为 对 称 轴 的 横 截 面 ， 如 拢 
形 、 圆 形 、 工 字形 等 截面 ， 其 最 大 拉 应 力 和 最 大 压 应 力 在 数值 上 相等 ， 可 用 式 (8. 21) 求 
得 。 对 于 中 性 轴 不 是 对 称 轴 的 横 截 面 ， 例 如 工 字形 截面 ， 其 最 大 拉 应 力 与 最 大 压 应 力 在 数 
值 上 不 相等 ， 这 时 应 分 别 以 横 截 面 上 受 拉 和 受 压 部 分 距 中 性 轴 最 远 的 距离 yw 和 Yom TRA 
式 (8. 20)， 以 求 得 相应 的 最 大 应 力 。 






































8.6.3 横 力 弯曲 时 梁 横 截面 上 的 正 应 力 








横 力 弯曲 时 ， 梁 的 横 截 面 上 既 有 正 应 力 ， 又 有 切 应 力 。 由 于 切 应 力 的 存在 ， 梁 的 横 截 
面 将 不 再 保持 为 平面 ， 此 外 ,在 与 中 性 层 平行 的 纵 截 面 上 ,还 有 由 横向 力 引起 的 挤 压 应 
力 。 因此， 梁 在 纯 弯 曲 时 所 做 的 平面 假设 和 单 向 受 力 假设 都 不 能 成 立 。 但 实验 和 理论 分 析 


Ou 


























HB 杆 件 的 应 力 与 强度 计算 


表明 ， 当 梁 的 跨 长 /与 截面 高 度 h ZEL 时 ( 称 为 细 长 梁 ) ， 剪 力 对 弯曲 正 应 力 分 布 规 
律 的 影响 其 小 ， 纯 弯曲 时 的 正 应 力 公式 可 以 用 于 横 力 弯曲 时 正 应 力 的 计算 ,其 误差 很 小 ， 
足以 满足 工程 上 的 精度 要 求 。 而 且 梁 的 跨 高 比 L/h 越 大 ， 其 误差 越 小 。 
等 直 梁 横 力 弯曲 时 ,最 大 正 应 力 发 生 在 弯 矩 最 大 的 横 截 面 上 ， 其 值 为 
Ms 

















(8. 22) 


8.6.4 梁 的 正 应 力 强 度 条 件 


等 直 梁 的 最 大 弯曲 正 应 力 一 般 发 生 在 弯 算 最 大 的 横 截 面 上 离 中 性 轴 最 远 的 各 点 处 。 而 
该 处 的 切 应 力 一 般 为 零 或 很 小 ( 见 8. 7 节 )， 因 而 最 大 弯曲 正 应 为 作用 点 可 以 看 作 处 于 单 向 
受 力 状 态 ， 于 是 可 以 仿效 轴 向 拉 压 杆 的 强度 条 件 来 建立 梁 的 正 应 力 强度 条 件 





Omax = Me so] (8. 23) 


即 要 求 梁 内 的 最 大 弯曲 正 应 力 不 超 过 材料 在 单 向 受 拉 压 时 的 许 用 应 力 [oj]。 

式 (8. 23) 仅 适用 于 许 用 拉 应 力 Lo]: 与 许 用 压 应 力 Lo. ] 相同 的 梁 。 如 果 二 者 不 同 ， 
例如 铸铁 等 脆性 材料 的 许 用 拉 应 力 水 手 许 用 压 应 力 ， 则 应 分 别 求 出 其 最 大 工作 拉 应 力 与 压 
应 力 ， 按 下 式 进行 强度 计算 





ou < Lo lroa foe] (8. 24) 
利用 梁 的 正 应 力 强度 条 件 式 (8. 23) ， 可 以 进行 以 下 三 种 类 型 的 强度 计算 ， 
CD 校 核 强度 :| om [o]. 
(2) 设计 截面 : 对 于 等 直 梁 ， 强度 条 件 可 改写 为 





> Ta 


利用 上 式 求 出 W:， 然 后 根据 W. 与 截面 尺寸 间 的 关系 ， 即 可 求 出 截面 的 尺寸 。 
(3) 确定 许可 荷载 : 对 等 直 梁 ， 强 度 条 件 改写 为 
My SS WLo] 
由 上 式 求 出 Mm. PERIIT Mw 与 外 荷载 间 的 关系 即 可 设计 出 梁 中 的 许可 荷载 。 
例 8.7 图 8.28(a) 所 示 简 支 梁 由 56a 号 工 字 钢 制 成 ， 其 截面 简化 后 的 尺寸 如 图 8. 28(b) 
所 示 ， 试 求 梁 危 险 截面 上 的 最 大 正 应 力 及 同一 截面 上 波 缘 与 腹 板 交界 处 K 点 的 正 应 力 ox 。 
解 : 首先 作 梁 的 弯 和 矩 图 如 图 8. 28(c) 所 示 。 可 见 跨 中 截面 为 危险 截面 ， 最 大 弯 矩 值 为 
Max = 225kN* m 


利用 附录 A 型 钢 表 查 得 ，56a 号 工 字 钢 截面 的 太一 2342cm fI I.—65586em'.. ERR 
面 上 的 最 大 正 应 力 为 



























































a Mss 225 x 10* 
"^ W,  2342X10* 





X107 = 96. 07MPa 





WEEE) 


| 
ul n 





9=S0kN/m 


M 225kN -m 








oK X10™ = 88. 85MPa 





A 8.28 
危险 截面 上 K 点 处 的 正 应 力 为 
ei (0:56. 
Myx 225X10 X ( 2. — 0.021) 
I. 


i 65586 X 10? 
注意 到 横 截 面 上 的 正 应 力 沿 高 度 呈 线性 分 布 ， 且 中 性 轴 上 的 正 应 力 为 零 ， 因 此 ox 也 可 
按 比 例 求 得 : 














本 (238 0 021) 
ok = Eu = X 96. 07 = 88. 85MPa 
Ymax 0. 56 
2 


例 8.8 工 字形 截面 的 铸铁 梁 如 图 8.29), WIR. CURIE D C 点 的 坐标 y = 
80mm，y% 一 160mm， 截 面 对 中 性 轴 z 的 惯性 矩 志 一 8533cm: ， 铸 铁 的 许 用 拉 应 力 为 [cj] 一 
30MPa， 许 用 压 应 力 为 [o]=90MPa。 试 校 核 梁 的 正 应 力 强度 。 

解 : (ORM SAMA 8. 29(c) 所 示 RRES EER CE. Mc — 18. 75kN * m, 
WAHAR B E. Ms—-—30kN + m. 


Pz35kN 
q- 15kN/m 


2m 3m Im 





18.75kN-m 


图 8.29 


因 和 铸铁 材料 的 抗 拉 与 抗 压 性 能 不 同 ， 且 截面 关于 中 性 轴 不 对 称 ， 所 以 需 对 最 大 拉 应 力 
与 最 大 压 应 力 分 别 进行 校 核 。 

OD 校 核 拉 应 力 。 

首先 分 析 最 大 拉 应 力 ces* 所 在 的 位 置 。 


Ou 








KE 杆 件 的 应 力 与 强度 计算 





在 最 大 正 弯 矩 的 截面 C 上 ，cme* 发 生 在 截面 的 下 边缘 ， 其 值 为 








c _ My: 
Omax 一 Uh 
PERK RMT B 上 ， ow 发 生 在 截面 的 上 边缘 ,其 值 为 
BL Mpgyi 
Oma 


ELEZE, M>Me, M yi <y: ( 均 指 绝对 值 )， 应 比较 Mecy: 与 Meyi: 
My; 18. 75X 10° X 160X 107° —3000N * m? 
Mpy1 =30 X 10° X 80 X 107? —2400N * m? 
HIL, Mey. Mays. gc kduw REER C E. HS 


Mey: 3000 
Ca 

(2) 校 核 压 应 力 。 

也 需要 先 分 析 最 大 压 应 力 cmw* 所 在 截面 位 置 。 截面 C 工 的 最 大 压 应 力 发 生 在 上 边缘 ， 
截面 B 上 的 最 大 压 应 力 发 生 在 下 边缘 ， 因 Ms 5 ys 分 别 大 于 Mc 与 ， 所 以 ， 梁 中 的 最 
大 压 应 力 一 定 发 生 在 截面 B 上 ， 其 值 为 
30 x 10° x 160 x 10^ 
k 853310" 
n[UL. iX EERE AE ELAS TR ERE E o 











X1075—35. 16MPa>[o;] 














Gemax Xx 10% = 56. 25MPa < [s.] 


| 8.7 梁 的 弯曲 切 应 力 及 切 应 力 强度 条 件 


梁 在 横 力 弯曲 时 ， 横 截面 上 同时 存在 弯曲 正 应 力 和 弯曲 切 应 力 。 弯 曲 正 应 力 已 在 上 节 
中 研究 过 ， 现 在 来 介绍 几 种 常见 截面 梁 的 弯曲 切 应 力 计算 公 式 。 


8.7.1 UB RIT 


FEF REOE CIE E75 HN NE 73 A i DL. GE RAF PI AI AE AS ELE 

(1) 横 截 面 上 各 点 处 的 切 应 力 均 平行 于 侧 边 ， 且 与 该 截面 上 剪 力 方向 一 致 。 

(2) 切 应 力 沿 截面 宽度 均匀 分 布 ， 即 距 中 性 轴 等 距离 各 点 处 的 切 应 力 相等 。 

由 弹性 力学 可 知 ， 对 于 高 度 大 于 宽度 的 矩形 截面 梁 ， 以 上 两 条 假设 是 足够 准确 的 。 在 这 
两 条 假设 的 前 提 下 ， 切 应 力 的 研究 大 为 简化 ， 仅 通过 静 力 平衡 条 件 即 可 导出 切 应 力 公 式 。 

现 考察 一 宽度 为 0， 高 度 为 六 ， 且 /> 的 矩形 截面 梁 。 设 在 梁 的 纵向 对 称 面 内 承受 任 
意 荷载 作用 而 使 梁 发 生 横 力 弯曲 。 首 先 用 相距 dz ABRE m—m 和 n 一 n 从 梁 中 截取 
一 微 段 ， 如 图 8. 30(a) 所 示 ， 再 用 一 距 中 性 层 距离 为 y 的 纵 截面 al 将 该 微 段 的 下 部 切 出 ， 
如 图 8. 30(b) 所 示 。 设 横 截 面 上 距 中 性 轴 为 y 处 的 切 应 力 为 rCy)， 则 由 切 应 力 互 等 定理 可 
An. Afi ab 上 的 切 应 力 r 在 数值 上 也 等 于 r(>y)。 因 此 。 若 能 确定 *， 则 r(y) 也 随 之 
确定 。 

如 图 8. 30(a) 所 示 ， 设 微 段 梁 左 侧 截面 mx 一 mw 上 的 剪 力 和 弯 矩 分 别 为 Fs 和 M， 因 微 段 


WEEE) 





























Per 


梁 上 没有 横向 荷载 ， 所 以 微 段 梁 右 侧 截面 nn E05 99 HASED FS Al MT 十 dM。 微 
段 梁 上 的 应 力 分 布 情况 如 图 8. 30(b) 所 示 。 设 微 段 梁 下 部 模 截面 am 和 bm 的 面积 为 A*， 
在 该 二 截面 上 与 弯曲 正 应 力 所 对 应 的 分 布 内 力 构成 的 轴 向 合力 分 别 为 FS 和 FS ， 在 纵向 
RT ab 上 与 切 应 力 r' 所 对 应 的 分 布 内 力 构成 的 合力 为 dFs。 则 有 













































































(a) 
Fy, = ; (a) 
ES = [oua K. SEAD a Mt dMs, (b) 
dF, = rhdz (c) 
Xms = ‘= yi dA 表示 横 截 面 下 部 az 对 中 性 轴 = ASST. 表示 整个 横 截 面 对 < 
轴 的 惯性 矩 。 
由 微 段 下 部 的 轴 向 平衡 方程 学 ,二 0， 可 得 
Fy, — Fy, —dFs = 0 (d) 
将 式 (a) (9. CoA, FAEM, mya 
,FsS: 
a bl. 
由 切 应 力 互 等 定理 * 一 ~ ， 故 有 
LORS: ] 
r= (8. 25) 





式 (8. 25) 即 为 矩形 截面 梁 的 弯曲 切 应 力 计算 公 式 。 式 中 的 Fs, LAO 对 某 一 横 截面 而 
言 均 为 常量 ， 因 此 ， 横 截面 上 的 切 应 力 r 沿 截面 高 度 ( 即 随 坐 标 >) 的 变化 情况 ， 由 部 分 面 


积 A' 与 坐标 y 之 间 的 关系 所 反映 。 在 计算 SI = f sda 时 ， 可 以 取 dA — bdyi » 
图 8. 31(a) 可 得 









































代入 式 (8. 25) ， 即 得 
my 


mee) 杆 件 的 应 力 与 强度 计算 


c-r») ( à 

可 见 ,+ iB HIR IER SUCRE A, MA 8.31 

《D) 所 示 。 当 > 一 土生 时 ， 即 在 横 蕉 而 的 上 、 下 边缘 处 ， 切 
应 力 r 一 0; 在 中 性 轴 处 (y 一 0)， 切 应 力 最 大 ， 其 值 为 


= 3 Fs 
ee Z h 


式 中 ，A 一 包 ， 为 矩形 截面 的 面积 。 这 表明 矩形 截面 上 的 最 大 切 应 力 为 截面 上 平均 切 
应 力 的 1.5 倍 。 


Tmax 








(b) 
(8. 26) 图 8.31 


8.7.2 工 字形 截面 梁 


[字形 截面 是 由 上 、 下 辟 缘 及 中 间 腹 板 组 成 的 ， 腹 板 和 避 缘 上 均 存在 着 切 应 力 ， 下 面 
将 分 别 进行 讨论 。 

1. 腹 板 上 的 切 应 力 

由 于 腹 板 是 狭长 矩形 ， 完 全 可 以 采用 前 述 关 于 矩形 截面 梁 的 两 条 假设 。 于 是 可 以 从 
式 (8. 25) 直 接 求 得 





fm (8. 27) 


式 中 ,Fs 一 一 截面 上 的 剪 力 ; 
d 腹 板 厚度 ; 
I. 一 一 工 字 形 截面 对 中 性 轴 z 的 惯性 矩 ; 
S: 一 一 距 中 性 轴 < 距离 为 y 的 横 线 以 外 部 分 的 横 截面 面积 A”[ 图 4. 32(a) 所 
示 阴 影 线 面积 ] 对 中 性 轴 = HRE. 
切 应 力 沿 腹 板 高 度 的 分 布 规律 如 图 4. 32(a) 所 示 ， 仍 是 按 抛物 线 规律 分 布 ， 最 大 切 应 
力 mx 仍 发 生 在 截面 的 中 性 轴 上 ， 但 最 大 切 应 力 与 最 小 切 应 力 相 差 不 大 。 
2. BALM BA 
XR EUN IT TOL BER AR. BEATE GMD). AEK PIEJ GPE o 
其 中 竖 向 切 应 力 很 小 ( 远 小 于 腹 板 上 的 切 应 力 )， 分 布 情况 又 很 复杂 ， 故 一 般 不 予 考 
虑 。 而 水 平 切 应 力 通常 假定 沿 翼 缘 厚度 $ 均匀 分 布 ， 于 是 可 经 过 与 矩形 截面 梁 切 应 力 公式 
相似 的 推导 过 程 得 到 


























nc— = (8. 28) 


式 中 ,Fs 一 一 横 截面 上 的 剪 力 ; 
6 一 一 性 缘 的 厚度 ; 
I. 一 一 横 截 面 对 中 性 轴 = 的 惯性 矩 ; 
S: 权 缘 上 和 欲求 应 力 点 到 翼 缘 边缘 间 的 面积 A [图 8. 32(b) 中 画 阴 影 线 的 


WHE) 





" I 


面积 ] 对 中 性 轴 > ATR. SER. S ER EARI ines E 的 线性 函数 。 所 以 cin AR 
长 度 方向 呈 线 性 分 布 ， 如 图 8. 32(b) 所 示 。 其 最 大 值 rw* 也 比 腹 板 上 的 最 小 切 应 力 小 得 多 ， 














所 以 在 一 般 情 况 下 可 不 必 计 算 





至 于 水 平 切 应力 的 方向 ， 可 仿照 矩形 截面 切 应力 的 推导 过 程 ， 由 脱离 体 的 平衡 条 件 








[参照 图 8. 30(c)]， 先 确定 纵向 截面 上 切 应 力 dt 的 方向 ,再 由 切 应 力 互 等 定理 确定 横 截 本 























ER EUN] e 的 方向 。 当 横 截 面 上 剪 力 Fs 方向 竖 直 向 上 时 ， 工 字形 截面 腹 板 和 细 缘 上 
切 应 力 方向 如 图 8. 32(c) 所 示 ， 它 们 组 成 所 谓 “ 切 应 力 流 ”， 即 截面 上 各 点 切 应 力 的 方向 像 

















水 管 中 的 干 管 与 支管 中 的 水 流 方向 一 样 。 








Tnax 


(a) (b) 


图 8.32 


(c) 


对 于 所 有 开口 薄 壁 截面 ;其 横 截 面 上 的 切 应 力 方 向 均 符 合 “ 切 应 力 流 ”的 规律 。 


8.7.3 其 他 形状 截面 梁 


1 楼 形 截面 梁 


模 形 截面 梁 腹 板 和 辟 缘 上 切 应 力 的 计算 公式 与 工 字形 截面 梁 腹 板 和 履 缘 上 的 切 应 力 计 
算 公式 相同 。 其 分 布 规律 及 “ 切 应 力 流 ” 如 图 8. 33(a) 所 示 ( 设 横 截 面 上 剪 力 Fs 方向 竖 直 


向 下 )。 最 大 切 应 力 仍 发 生 在 截面 的 中 性 轴 上 。 
2. 工 字形 截面 梁 








工 字形 截面 可 视 为 由 两 个 狭长 矩形 组 成 ， 下 面 的 狭长 矩形 与 工 字形 截面 的 腹 板 相 似 ， 














该 部 分 上 的 切 应 力 仍 用 式 (8. 27) 计 算 。 其 分 布 规律 及 “ 切 应 力 流 ” 如 
大 切 应 力 仍 发 生 在 截面 的 中 性 轴 上 。 


























(a) (b) (c) 


A 8.33 


Ou 





图 8. 33(b) 所 示 。 最 
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3. 圆 形 及 薄 壁 环形 截面 
圆 形 与 薄 壁 环形 截面 其 最 大 竖 向 切 应 力也 都 发 生 在 截面 的 中 性 轴 上 ,并 且 沿 中 性 轴 均 
匀 分 布 ， 其 值 也 可 按 式 (8. 27) 计 算 ， 最 终 计 算 结 果 分 别 为 




















圆 形 截面 Tmax = i a (8. 29) 
E 1 
薄 壁 环形 截面 rmx 一 2 5 (8. 30) 


式 中 ， 下 一 一 模 截 面 上 的 剪 力 ; 
Al、As 一 一 分 别 为 圆 形 截面 和 薄 壁 环形 截面 的 面积 。 





8.7.4 切 应 力 强度 条 件 


等 直 梁 的 最 大 弯曲 切 应 力 通常 发 生 在 最 大 前 力作 用 面 的 中 性 轴 上 各 点 处 ， 而 该 处 的 弯 
曲 正 应 力 均 为 零 。 因 此 ， 最 大 弯曲 切 应 力作 用 点 处 于 纯 剪 切 应 力 状 态 ， 于 是 可 仿效 圆 轴 捏 
转 来 建立 相应 的 切 应 力 强 度 条 件 








Tmax 07 


Fetes <[r] (8.31) 
式 中 ，[ 可 一 材料 在 模 力 客 昌 时 的 许 用 切 应 力 ， 其 值 在 有 关 设 计 规范 中 有 具体 规定 ， 
在 设计 时 的 截面 时 ， 必 须 同时 满足 正 应 力 和 切 应 力 强 度 条 件 。 在 一 般 情况 下 ， 梁 的 强 

度 大 都 由 正 应 力 控制 所 以 通常 是 按 正 应 力 强 度 选 出 截面 ， 再 按 切 应 力 强度 校 核 。 工 程 中 

按 正 应 力 强度 设计 的 截面 ， 切 应 力 强度 条 件 大 多 可 以 满足 。 但 是 ， 对 于 薄 辟 截面 梁 与 林 短 

较 小 而 前 力 较 大 的 梁 ( 如 短 粗 杂 、 集 中 荷载 作用 在 支 座 附 近 的 梁 等 )、 则 不 仅 应 考虑 正 应 力 

强度 条 件 ， 而 生还 应 汰 虑 切 应 力 强度 条 件 .还 应 指出 ， 在 某 些 沙 辟 染 ( 如 工 字形 、T 字形 

截面 梁 等 的 腹 板 与 避 缘 交界 处 ， 同 时 存在 着 较 大 的 村 曙 正 应 力 与 切 应 力 ， 这 种 正 应 力 与 

切 应 力 共同 作用 下 的 强度 问题 ， 必 须 应 用 第 10 章 中 的 强度 理论 进行 讨论 。 

例 8.9 GRIS 8. 34(a) 所 示 短 形 截面 外 伸 染 1 一 1 截面 上 A、B 两 点 及 2 一 2 截面 上 

C, D Bike MIE IIs AUDIT 
Ris ESPANA A IR ALIA S340), (OMR. 可见 ,在 1 一 1 截面 上 ， 


Fs qa, M, qa. E 2 一 2 截面 上 ，Fs —qa. M;—-—qa'. 


下 面 应 用 式 (8. 20) 及 式 (8. 25) 来 分 别 计算 A. B, C. D 四 点 的 弯曲 正 应 力 及 切 应 力 。 
bh? 
sD 
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MY 
图 8.34 
L3) 34n* 
NECEM ( 2 ) (35 ) 27ga. 
i bI. b a 16h 
1 
B d yn 2 
Sj-o 
a) (+) ; 
Miys 2 6qa* r 
on 1 s ih ( 压 应 力 ) 
12 
Tp — Fes B= 
C 点 : Yc = 
bth 3h h 7 
Si “ale (3) 上 = a 8 ) s^) 125^ 
2, (3h 
Ca (2) ] 
M2 x 8 9qa 
p 1 Ws oh? ( 压 应 力 ) 
12 
7 
| FeSi aa (155^ ) 21ga 
$e bl. s (88) 320h 
^12 
DA: op—0 
_ 3 Fe 3qa 


HE. CEA E RE JM. BE M 及 点 的 坐标 y 都 可 直接 取 绝对 值 进行 计算 ， 然 
Cur 


时 ， 


4 一 6kN/m， 材 料 的 许 用 
核 该 梁 的 强度 。 








eR 杆 件 的 应 力 与 强度 计算 
后 根据 弯 矩 的 正 负 号 来 直接 判断 该 点 的 正 应 力 是 拉 应 力 还 是 压 应 力 。 例如， 当 弯 矩 为 正 值 


例 8. 10 ”一 工 字形 截面 的 外 伸 钢 梁 受 力 如 图 8. 35(a) 所 示 。 























fg: 首先 作出 梁 的 剪 力 图 与 弯 和 矩 图 分 别 如 


图 8. 35(b) (c) 所 示 。 可 见 ， 最 大 弯 矩 发 生 在 截 
面 C 上 ， 其 值 为 Me. 王 39kN“。m; 最 大 剪 力 发 生 


在 BC 段 上 ， 其 值 为 Fu 一 17kN。 
T 17kN 
从 型 钢 表 中 可 以 查 得 
W. = 309cms = 3.09 X 107m? (5) 0 
z — 18. 9cm — 0. 189m 12kN 
d = 7.5mm = 0. 0075m 12kNm 
于 是 ， 可 求 得 最 大 正 应 力 为 () 0| 
_ Ma 39 X 108 NS 
Sx = Wr = sogx 19s X 10 d 39kN-m 
= 126MPa <[o] : 
Bl 8. 35 
最 大 切 应 力 为 
Tos Bao = 17 X10 X ior = 12MPa —[c] 


LT sm 是 安全 的 。 
50mm 例 8. 11 
DÒ 











MJI [o]=170MPa, [r]=100MPa, 














0. 189 X0. 0075 


中 性 轴 以 下 部 分 的 点 受 拉 ， 以 上 部 分 的 点 则 受 压 。 在 计算 弯曲 切 应 力 时 ， 剪 力 Fs 也 
可 取 绝 对 值 进行 计算 , 切 应 力 的 方向 与 该 截面 上 剪 力 的 方向 相同 。 


BA /=6m, F=30kN, 


工 字 钢 的 型 号 为 22a。 试 校 





13kN 


所 以 ， 梁 满足 正 应 力 与 切 应 力 强度 条 件 ， 


由 三 根木 条 胶合 而 成 的 悬臂 


50mm 梁 如 图 8. 36 所 示 ， 跨 度 /二 1m。 若 胶合 面 上 

|.100mm, | 的 许 用 切 应 力 为 Ln J =0. 34MPa， 木 材 的 许 

用 弯曲 正 应 力 为 [oj 二 10MPa， 许 用 切 应 力 

图 8.36 为 [可 =1MPa， 





RE: 该 梁 的 最 大 剪 力 为 Fs—F. BRKE Ma 二 Fl。 





COD 胶合 面 的 切 应 力 强 度 条 件 为 











FsSi F X 100 X 50 X 50 X107? 


2F 











2 Lb 1 


100 X = X 100 X 150° X 105 


12 
F< 








150? X 10% X [rı] _ 150° X 0. 34 
2 2 


(2) 梁 的 正 应 力 强 度 条 件 为 
M. _ 6FL 6F 


试 求 许可 荷载 F. 


iso x07 < Ln] 


3. 83 X 10°N = 3. 83kKN 


6F 

















mx © W. ^ bh? 100X150 X 10^ 


2250 x 108 < Led 





3750N 





2250 X 10° X [s] _ 2250 x10 
< 6 6 


3. 75kN 


WEEE) 


Pe 


(3) 梁 的 切 应 力 强度 条 件 为 
Si Us 3F 
777 2 FA — 2X100X150X 105 
2x100x150xX105x[r] 2x15000x1 
3 3 








xr] 


F< 











10000N = 10kN 


故 下 可 取 3. 75kN, 
| 8.8 梁 的 合理 强度 设计 
一 般 情 况 下 ， 梁 的 强度 是 由 弯曲 正 应 力 控制 的 ， 所 以 ， 提 高 梁 的 强度 应 该 在 满足 梁 承 


载 能 力 的 前 提 下 ， 尽 可 能 地 降低 梁 的 弯曲 正 应 力 ， 达 到 节省 材料 ,减轻 自重 的 日 的 ， 实 现 
既 经 济 又 安全 的 合理 设计 。 由 梁 的 正 应 力 强 度 条 件 











Omx 一 区 e] (a) 


可 以 看 出 ， 减 小 最 大 弯 和 矩 、 增 大 弯曲 截面 系数 ， 或 局 部 加 强 弯 矩 较 大 的 梁 段 ， 都 能 降 
低 梁 的 最 大 正 应 力 ， 从 而 提高 梁 的 承载 能 方 ， 使 梁 的 设计 更 为 合理 。 


8.8.1. Wee KASE 


l. 合理 布置 荷载 

合理 布置 荷载 可 以 降低 梁 的 最 大 弯 和 矩 值 。 例 如 ， 图 8. 37 所 示 3 根 相 同 的 简 支 梁 ， 
受 相同 的 外 力作 用 ， 但 外 力 的 布置 方式 不 同 。 则 对 应 的 弯 矩 图 也 不 相同 。 显 然 图 8. 37(c) 
的 布置 较为 合理 。 

2. 合理 安置 支 座 

合理 地 设 曾 支 座 的 位 置 ， 也 可 以 降低 梁 内 的 最 大 弯 和 天 值 。 例 如 图 8. 38(a) 所 示 的 梁 ， 
若 将 其 支 座 各 向 内 移动 0. 220， 如 图 8. 38(b) 所 示 ， 则 后 者 的 最 天灾 和 矩 值 仅 为 前 者 的 寺 ， 所 
以 ， 后 者 支 座 安置 较为 合理 。 
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图 8.37 
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8. 8.2 合理 选取 截面 形状 











从 弯曲 强度 考虑 ， 比 较 合理 的 截面 形状 ， 是 使 用 较 小 的 截面 面积 ， 却 能 获得 较 大 弯曲 
截面 系数 的 截面 ， 即 使 区 : 越 大 越 好 。 由 于 在 一 般 截 面 中 。 色 -与 其 高 度 的 平方 成 正比 ， 所 
以 ， 应 尽 可 能 使 横 截 面 面 积 分 布 在 距 中 性 轴 之 较 远 的 地 方 ， 以 满足 上 述 要 求 。 实 际 上 ， 由 
于 弯曲 正 应 力 沿 截面 高 度 呈 线性 分 布 ， 当 离 中 性 轴 最 远 各 点 处 的 正 应 力 达 到 许 用 应 力 时 ， 
中 性 轴 附 近 各 点 处 的 正 应 力 仍 很 小 因此， 在 离 中 性 轴 较 远 的 位 置 ， 配 置 较 多 的 材料 ， 将 
提高 材料 的 利用 率 。 例 如 ， 环 形 截面 比 圆 形 截面 合理 ;， 和 矩形 截面 立 放 比 扁 放 合理 ;而 工 字 
形 截面 又 比 立 放 的 矩形 截面 更 为 合理 。 

从 材料 性 能 考虑 ， 对 于 抗 拉 与 抗 压强 度 相 同 的 塑性 材料 ， 宣 采用 关于 中 性 轴 对 称 的 截 
面 ， 这 样 可 使 最 大 拉 应 力 和 最 大 压 应力 同 时 接近 或 达到 材料 的 许 用 应 力 。 例 如 矩形 、 对 称 
的 工 字形 、 箱 形 截面 等 。 而 对 于 抗 拉 强 度 低 于 抗 奈 强度 的 脆性 材料 ， 则 最 好 采用 中 性 轴 偏 
于 受 拉 一 侧 的 稚 面 ， 例 如 工 形 ,不 对 称 的 工 字形 、 箱 形 截面 等 。 并 且 ， 理 想 的 设计 是 使 

9wx _ [or] 


Cox [ide] 





8.8.3 ZRA 


一 般 情 况 下 ， 梁 在 各 个 截面 上 的 弯 抢 是 随 截面 位 置 而 变化 的 。 在 按 最 大 弯 矩 所 设计 
等 截面 梁 中 ， 除 最 大 弯 和 矩 所 在 截面 外 ， 其 余 截面 的 材料 强度 均 未 得 到 充分 利用 。 因 此 ， 
工程 实际 中 ， 可 根据 弯 矩 沿 梁 轴 的 变化 情况 ， 将 梁 也 设计 成 变 截面 的 。 例 如 ， 可 在 弯 矩 
大 的 部 分 进行 局 部 加 强 。 若 使 粱 各 横 截 面 上 的 最 大 正 应 力 都 相等 ， 并 均 达到 材料 的 许 用 
力 ， 则 称 为 等 强度 梁 。 等 强度 梁 应 满足 下 列 条 件 


_ Mx) _ 
om = Worx) 一 Led 
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此 得 








M(x) 
Wx) = i 
w 一 村 (8. 32) 


例如 ， 宽 度 不 变 而 高 度 变化 的 矩形 截面 简 支 粱 ， 如 图 S. 39(a) 所 示 ， 若 设计 成 等 强度 
NS 








" I— 


梁 ， 则 其 高 度 随 截 面 位 置 的 变化 规律 h(x)， 可 由 式 (8. 32) 确 定 ， 即 
F 
lg = 





EM 
6 Lo] 


y= /3Fx 
h(x) hea (b) 


但 在 靠近 支 座 处 ， 应 按 切 应 力 强度 条 件 确定 截面 的 最 小 高 度 ， 即 
—3Fs_3F/2_ 3F 


Tm A 2 bling, Aha, Lr 














此 求 得 

















可 得 


_ 3F 
一 好 [可 se 


按 式 (b) 和 式 (c) 确 定 的 梁 的 外 形 ， 如 厂房 建筑 中 常用 的 鱼 腹 梁 ， 如 图 4. 39(b) 所 示 。 


Im. D || ^ 


(a) 


luin 


Hi 8.39 
从 强度 及 材料 的 利用 方面 看 ， 等 强度 梁 虽 然 很 理想 ， 但 这 种 梁 的 加 工 制造 比较 困难 。 


当当 上 荷载 较 复杂 时 ， 梁 的 外 形 也 随 之 复杂 ， 其 加 工 制作 将 更 加 困难 。 因 此 在 工程 中 较 少 
采用 等 强度 梁 ， 而 是 根据 不 同 的 具体 情况 ， 采用 其 他 形式 的 变 截面 梁 。 


| 8. 9 弯曲 中 心 的 概念 


8.9.1 开口 薄 壁 截面 梁 的 弯曲 切 应 力 





关于 开口 薄 壁 梁 的 弯曲 切 应 力 ， 通 常 做 出 如 下 假设 : 横 截 面 上 各 点 处 的 切 应 力 
平行 于 该 点 处 的 周边 切线 或 壁 厚 中 线 切线 ， 并 沿 壁 厚 均匀 分 
布 . WE. 利用 上 述 假 设 研究 开口 薄 壁 截面 梁 的 弯曲 切 
应 力 。 

图 8. 40 所 示 为 一 开口 薄 壁 梁 的 横 截 面 。 设 y. = 轴 为 截面 的 
心 主 惯性 轴 。 当 梁 在 zy 平面 内 发 生平 面 弯 曲 时 (此 时 剪 力 Fs 沿 
轴 方 向 )， 仿 效 矩 形 截面 粱 弯曲 切 应 力 公 式 的 推导 方法 ， 可 导出 
口 薄 壁 梁 横 截面 上 任 一 点 处 的 弯曲 切 应 力 公式 
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c= = (8. 33) 








xU. Fs 一 一 横 截 面 上 的 剪 力 ; 
6 需求 切 应 力 点 处 的 截面 壁 厚 ; 
I 一 一 横 截面 对 中 性 轴 = ATE ET ESE 
S: 图 8. 40 中 阴影 部 分 的 面积 对 中 性 轴 = KRE. 
当 梁 发 生 非 对 称 弯曲 时 ， 可 以 分 解 成 两 相互 垂直 的 形 心 主 惯性 平面 内 的 平面 弯曲 ， 然 
后 进行 琶 加 。 






































8.9.2 弯曲 中 心 的 概念 


实验 结果 表明 ， 若 开口 水 壁 截面 粱 有 纵向 对 称 面 ， 且 横向 力作 用 于 对 称 面 内 ， 则 梁 只 
可 能 在 纵向 对 称 面 内 发 生平 面 弯曲 ， 不 会 发 生 扭转 车模 向 力作 用 面 不 是 纵向 对 称 面 ， 即 
使 是 形 心 主 惯性 平面 ， 如 图 8. 41(a) 所 示 ， 梁 除 发 生 弯 曲 变 形 外 ， 还 将 发 生 扭转 变形 。 只 
有 当 横 向 力 通过 截面 内 某 一 特定 点 A 时 ， 如 图 8.41(5) 所 示 ， 梁 才 只 有 弯曲 而 无 所 转变 
形 。 模 截面 内 的 这 一 特定 点 A 称 为 截面 的 弯曲 中 心 或 剪 切 中 心 。 

















图 8.41 


考察 图 8. 42(a) 所 示 槽 形 截面 悬臂 粱 ， 若 横向 外 力 下 作用 在 形 心 主 惯性 平面 zy 














内 时 ， 在 梁 的 任 一 横 截 面 m 一 x 上 将 产生 弯曲 切 应 力 ， 如 图 8. 42(c) 所 示 ， 与 该 切 应 
力 对 应 的 分 布 内 力 将 合成 该 截面 上 的 剪 力 Fs. WR. Fs 作用 线 将 与 y 轴 平 行 ， 并 经 
过 <z 轴 上 某 一 点 A。 现 从 截面 mn 截取 一 段 梁 为 研究 对 象 ， 如 图 8. 42(b) 所 示 。 
于 外 力 下 与 截面 mw 一 nx E9973 Fs 不 在 同一 个 纵向 平面 内 ， 所 以 该 段 梁 不 仅 发 生 弯曲 ， 
还 会 发 生 扭转 。 若 将 力 下 平移 至 该 截面 上 的 AUR. 使 与 Fs 在 同一 纵向 平面 内 (该 
纵向 平面 与 形 心 主 惯性 平面 zy 平行)， 则 该 段 梁 将 只 发 生 弯曲 ， 而 不 会 发 生 扭 转 。 包 
RERE zz 平面 内 的 弯曲 ， 则 只 有 当 外 力作 用 线 沿 对 称 轴 = 轴 作 用 时 ， 梁 才 会 只 发 
生 弯 曲 而 不 发 生 扭 转 。 由 此 可 知 ，A 点 就 是 截面 m 一 n 的 弯曲 中 心 ，A' 点 即 为 自由 端 
截面 的 弯曲 中 心 。 
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A 8.42 


从 上 述 分 析 可 以 得 出 如 下 结论 : 截面 的 弯曲 中 心 就 是 当 梁 在 两 相互 垂直 平面 内 发 生平 

面 弯 申 时 ,截面 上 与 弯曲 切 应 力 对 应 的 分 布 内 力 的 合力 ( 即 剪 为) 作用 线 的 交点 。 这 一 结论 
也 给 出 了 确定 截面 弯曲 中 心 位 置 的 方法 ， 即 找 出 两 互相 垂直 的 剪 力作 用 线 的 交点 。 

对 于 具有 一 条 对 称 轴 的 截面 ， 其 弯曲 中 心 必 在 截面 的 对 称 轴 上 。 因 此 ， 仅 需 确 定 其 垂 
直 于 对 称 轴 的 剪 力作 用 线 ， 剪 力作 用 线 与 对 称 轴 的 交点 即 为 截面 的 弯曲 中 心 。 若 截面 有 两 
条 对 称 轴 ， 则 两 对 称 轴 的 交点 ( 即 截面 形 心 ) 就 是 弯曲 中 心 。 而 和 字形 等 反对 称 截 面 ， 其 弯 
曲 中 心 也 与 截面 形 心 重合 。 对 于 角钢 、 工 字形 等 由 壁 厚 中 线 汇 交 于 一 点 的 两 个 狭长 矩形 组 
成 的 截面 ， 由 于 狭长 矩形 上 切 应 力 方 向 平行 于 长 边 ， 且 沿 厚 度 均 匀 分 布 ， 故 剪 力作 用 线 必 
与 狭长 矩形 长 边 壁 厚 中 线 重合 -因此 ， 其 弯曲 中 心 就 是 壁 厚 中 线 的 交点 。 

表 8- 1 中 列 出 了 一 些 常见 截面 的 弯曲 中 心 位 置 s。 由 表 中 结果 可 见 ， 弯 曲 中 心 的 位 置 
仅 与 模 截面 的 几何 特征 有 关 ， 也 属于 截面 图 形 的 几何 性 质 之 一 ， 与 外 力 及 材料 均 无 关 。 
表 8-1 几 种 截面 的 弯曲 中 心 位 置 
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例 8.12 试 确定 如 图 S. 43 所 示 开 口 薄 壁 圆 环 截面 弯曲 中 心 的 位 置 。 设 截面 壁 厚 为 1， 
平均 半径 为 R。 
解 : CD 求 截面 上 的 切 应 力 。 
与 = 轴 夹 角 为 0 的 半径 截取 部 分 面积 A, ， 其 静 和 矩 为 
S: =| yda = [ (Rsing) URag) = ReG 一 cosg) 
整个 截面 对 = 轴 的 惯性 矩 为 
L = | dA = "sing GRdg) = af: 
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代入 式 (8.3)， 得 
-FS _ Pen a 
T= I: an cos) 
(2) 确定 弯曲 中 心 的 位 置 。 
以 圆心 为 矩 心 ， 由 合力 矩 定理 得 
Fe =Í RrdA = [Re .Rd 
A o 


— 






































S* (1 — cost) dó = 2FsR 
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e — 2R 
弯曲 中 心 一 定 在 对 称 轴 上 ，Fs 与 对 称 轴 的 交 
， 即 由 圆心 沿 = 轴 向 左 量 取 e 二 2R， 就 是 弯曲 中 心 。 
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8-1 拉 ( 压 ) 杆 应 力 公 式 o— Fs/A WIN HIA IER A? 

8-2 ， 低 碳 钢 拉 伸 经 过 冷 作 硬 化 后 ， 哪 种 指标 得 到 提高 3 

8-3 伸 长 率 ( 延 伸 率 ) 公 式 3= (4 一 2) 人 X100% 中 心 指 的 是 什么 ? 

8-4 如 图 8.44 所 示 结 构 中 二 杆 的 材料 相同 ， 横 截面 面积 分 别 为 A 和 2A， 该 结构 的 


许可 荷载 是 多 少 ? 





1 1 


图 8. 44 





8-5 EA, BERRA ACB. HAR TEM P. WE 8.45 所 示 。 点 A、B 





的 距离 保持 不 变 ， 绳 索 的 许 用 应 力 为 [cj。 试问 : 当 a 角 取 何 值 时 ， 绳 索 的 用 料 最 省 ? 


8-6 对 于 受 扭 的 圆 轴 ， 如 下 结论 中 哪些 是 正确 的 ? 

CD 最 大 切 应 力 只 出 现在 横 截 面 上 ; 

(2) 在 横 截 面 上 和 包含 杆 件 轴线 的 纵 截断 面 上 均 无 正 应 力 ; 

(3) 圆 轴 内 最 大 拉 应 力 的 值 和 最 大 切 应 力 的 值 相等 。 

8-7 建立 圆 轴 的 扭转 应 力 公 式 5 二 Tp/T, 时 “平面 假设 ”起 到 的 作用 是 什么 ? 

8-8 铸铁 材料 圆 轴 ， 两 端 受 力 如 图 8.46 所 示 ， 圆 轴 的 破坏 截面 是 图 示 中 的 哪 
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图 8.46 


8-9 圆 截 面 等 直 杆 受 力 偶 作 用 如 图 8. 47(a) 所 示 ， 试 在 图 8. 47(b) 上 夯 出 ABCD #& 
面 (直径 面 ) 上 沿 BC 线 的 切 应 力 分 布 。 


CED m 


图 8.47 


8-10 任意 截面 形状 的 等 直 梁 在 弹性 纯 弯 曲 条件 下 、 中 性 轴 的 位 置 如 何 确定 ? 

8-11 理想 弹 塑 性 材料 梁 ， 在 极限 弯 和 矩 作 用 下 ;截面 上 的 中 性 轴 位 置 如 何 确定 ? 

8-12 如 图 8. 48 所 示 ， 铸 铁 工 字形 截面 粱 并 欲 在 跨 中 截面 腹 板 上 钻 一 圆 孔 ， 布 置 位 
置 有 图 示 四 种 形式 ， 最 合理 的 方案 是 哪 一 种 ? 


st, ELIS 


图 8. 48 


8-13 HEREA. 在 纯 弯曲 时 ， 按 下 列 要 求 作 图 (图 8. 49). 
Ca) 画 出 斜 截 面 上 的 正 应 力 方 向 及 正 应 力 分 布 图 ; 
Cb) 画 出 斜 截面 上 的 切 应 力 方向 及 切 应 力 分 布 图 。 


EN 


8-14 受 力 情况 相同 的 三 种 等 截面 梁 ， 它 们 分 别 由 整 块 材料 或 两 块 材料 并 列 或 两 块 
HARA RAR, 如 图 8. 50(a) 、(b) 、(c) 所 示 。 若 用 ausi. Omes Dus 分别 表 示 
这 三 种 梁 中 横 截 面 上 的 最 大 正 应 力 ， 试 比较 其 大 小 。 
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图 8.50 
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8-15 图 8.51 中 (a) 和 (b) 截 面 梁 的 材料 相同 ，(b) 梁 为 释 合 梁 ， 层 间 无 摩擦 。 从 强 
度 考虑 ，(a) 梁 所 能 承受 的 最 大 荷载 与 (b) 梁 所 能 承受 的 最 大 荷载 之 比 为 多 少 ? 


g 了 SS hi2 
Hu | ZZ" 
| Eo Mi n 

(a) 


(b) 











图 8.51 


8-1 如 图 8. 52 所 示 阶 梯形 截面 直 杆 横 截面 4 一 2 二 2，3 一 3 的 面积 分 别 为 A = 
200mm’, A,=300mm’, A;=400mm’, BORA Bn E09 o 

8-2 受 轴 向 拉力 下 =10kN 的 直 杆 如 网 8.53 所 示 , 已 知 杆 的 横 截 面 面 积 A = 
100mm2 ， 试 求 当 a=0°. 30°, 45^. 60*. 90" 时 各 和 斜 截面 的 正 应 力 和 切 应 力 ， 并 用 图 表示 
其 方向 。 








图 8. 53 


8-3 中 段 开 槽 的 直 杆 如 图 8.54 所 示 ， 受 轴 向 力 下 作用 ; 已 知 : F=20kN, h= 
25mm. ho 二 10mm, 5 二 20mm， 试 求 杆 内 的 最 大 正 应 力 。 

8-4 ”如 图 8.55 所 示 ， 油 饶 盖 与 包 体 采用 6 个 螺栓 连接 。 已 知 油 氏 内 径 D= 350mm, 
MJE p 二 1MPa。 若 螺栓 材料 的 许 用 应 力 [oj 二 40MPa， 试 求 螺栓 的 内 径 。 
































8.54 图 8.55 








8-5 某 拉杆 受 力 如 图 8.56 所 示 , 已 知 : h=2b, 下 二 40kN。，[oj 二 100MPa。 试 设计 
拉杆 截面 尺寸 5、h。 
8-6 图 8.57 所 示 受 力 结构 中 , D、@ 杆 的 模 截面 积 和 许 用 应 力 分 别 为 A = 10 X 


WEE) 

















" I— 


l0'mm', A;—100X10'mm^fll [5]; —160MPa. [o]; —8MPa. WRO, OFFA Alt 
达到 许 用 应 力 的 下 值 和 0 值 。 





























图 8.56 图 8.57 


8-7 如 图 8.58 所 示 结 构 由 圆 截面 直 杆 AB AAC £i. FF AC 的 长 度 为 杆 AB 
长 度 的 两 倍 ， 两 杆 截面 面积 均 为 2cm. AB 杆 许 用 应 力 [oJ? 二 100MPa，AC 杆 许 用 应 力 
[oj 二 160MPa。 试 求 结构 的 许 用 荷载 LF]. 

8-8 如 图 8.59 所 示 结 构 中 ， 小 车 可 在 梁 :AC 二 移动。 已 知 小 车 上 作用 的 荷载 = 
20kN， 和 斜 杆 AB 为 贺 截 面 钢 杆 ， 钢 的 许 用 应 力 ,[o] 二 120MPa。 若 荷载 下 通过 小 车 对 梁 AC 的 
作用 可 简化 为 一 集中 力 ， 试 确定 斜 杆 AB 的 直径 2。 各 杆 自重 下 计 (F 考虑 最 不 利 位 置 ) 。 




















图 8.58 图 8.59 


8-9 ”如 图 8. 60 所 示 销 钉 连接 。 已 知 FE=100kN， 销 钉 的 直径 d—30mm. MRE 
切 应 力 [rj 二 60MPa。 试 校 核 销 钉 的 剪 切 强度 ， 若 强度 不 够 ， 应 改 用 多 大 直径 的 销 钉 。 

8-10 如 图 8. 61 所 示 凸 缘 联 轴 节 传递 的 力 偶 和 矩 为 m 二 200N，m， 凸 缘 之 间 用 4 个 对 
称 分 布 在 D, — 80mm 圆周 上 的 螺栓 连接 。 螺 栓 的 内 径 d 二 10mm， 螺 栓 材料 的 许 用 切 应 力 
[可 =60MPa。 试 校 核 螺栓 的 剪 切 强度 。 
































OG 


mee 杆 件 的 应 力 与 强度 计算 





8-11 木 桦 接头 如 图 8.62 所 示 , 已 知 : 6 二 12cem, [—35em. a=4. 5cm, F=40kN, 
试 求 接头 的 切 应 力 和 挤 压 应 力 。 











图 8.62 
8-12 如 图 8.63 所 示 螺 栓 接 头 , BR F=40kN, 螺栓 的 许 用 切 应 力 [r] = 
130MPa， 许 用 挤 压 应 力 [o,.] 二 300MPa。 试 求 螺栓 所 需 的 直径 d. 








图 8.63 


8-13 ”如 图 8. 64 所 示 两 块 钢板 用 螺栓 连接 ,已 知 二 20kKN， 螺 栓 直 径 d— 16mm. 
许 用 前 应 力 [J] 二 140MPa， 试 校 核 螺 栓 的 强度 。 





图 8.64 





8-14 ”在 图 8.65 Pra HR. 已 知 : F=24kN, b=100mm, t=10mm, d 
17mm， 钢 板 的 [o]=170MPa, EAI [tj 二 140MPa,， 许 用 挤 压 应 力 Con ] — 320MPa, 


试 校 核 其 强度 。 
:ce 
d 
i 


图 8.65 





8-15 受 扭 圆 轴 某 截面 上 的 扭矩 T—20kN * m. d—100mm, BOR a, b, c = 
点 的 切 应 力 ， 并 在 图 8. 66 中 标 出 方向 。 
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8-16 如 图 8.67 所 示 , GA: m; —5kN * m. m; —3.2kN * m, m;=1.8kN * m, 
AB 段 直径 dw 二 80mm，BC 段 直径 dx 二 50mm， 求 此 轴 的 最 大 切 应 力 。 


c 
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图 8. 66 图 8.67 




















8-17 如 图 8.68 所 示 受 扭 的 空心 钢 轴 ， 其 外 直径 D 二 80mm， 内 直径 d=62. 5mm, 
7 一 2kN。m，G 一 80GPa。 试 作出 横 截 面 上 的 切 应 力 分 布 图 ， 并 求 最 大 切 应力 。 








8.68 8.69 


8-18 一 直径 为 Di WI HN. AE S AH EE EON a— d; /D; —0. 8 的 空心 
轴 ， 若 两 轴 横 截面 上 的 扭矩 相同 ， 且 最 大 切 应 力 相等 。 试 求 两 轴 的 直径 之 比 D/D. 





8-19 如 图 8.69 所 示 阶 梯 圆 轴 ， 直 径 180 
DIH di 和 di. Hd =2d.. 材料 的 切 变 15kN 
模 量 为 G。 求 轴 的 最 大 切 应 力 。 a ee 








8-20 如 图 8.70 所 示 悬 辟 梁 , 试 求 7 
a—a RMA, B, C, D 四 点 的 正 应 力 , 并 ri 
绘 出 该 截面 的 正 应 力 分 布 图 。 i 

8-21 两 矩形 截面 粱 ,尺寸 和 材料 的 
许 用 应 力 均 相 等 ， 放 置 如 图 8.71(a) (2 Bison 
所 示 。 按 索 曲 正 应 力 强 度 条 件 确定 两 者 许可 荷载 之 比 Fi /F 。 


-一 一 : m 


(a) (b) 























图 8.71 
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8-22 如 图 8. 72 Pra MTS, CAF, a. b, h, WHA D AMM EK 
点 的 正 应 力 及 切 应 力 。 




















图 8.72 


8-23 求 如 图 8. 73 所 示 外 伸 梁 1 一 1 截面 上 开 点 (K 在 腹 板 上 ) 的 正 应 力 和 切 应 力 (已 
All 1. =5066 X 10% m') , 
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8-24 图 8.74 所 示 为 一 铸铁 梁 ，F 二 9kN、F, 一 4kN， 许 用 拉 应 力 Co ]=30MPa, 
许 用 奈 应 力 [o.]-60MPa, 1,=7.63X 10m", 试 校 核 此 梁 的 强度 。 
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8-25 图 8.75 所 示 简 支 梁 是 由 三 块 截面 为 40mmX 90mm 木板 胶合 而 成 , 已 知 = 
3m， 胶 缝 的 容许 切 应 力 [J] 二 0. 5MPa， 试 按 胶 颖 的 切 应 力 强 度 确定 梁 所 能 承受 的 最 大 荷 
REJE q。 
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8-26 如 图 8.76 所 示 梁 [s]=160MPa, R: (1) 按 正 应 力 强 度 条 件 选择 圆 形 和 矩形 
两 种 截面 尺寸 ; (2) 比 较 两 种 截面 的 W./A， 并 说 明 哪 种 截面 好 。 
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图 8.76 
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杆 件 的 变形 与 刚度 计算 


教学 目标 


本 章 主要 介绍 杆 件 受 拉 ( 压 )、 扭 转 和 弯曲 时 的 变形 。 通 过 胡 克 定律 求 拉 ( 压 ) 杆 的 变 
形 ; 通过 微分 方程 求 扭转 变形 ; 通过 求解 给 定 边界 条 件 下 的 微分 方程 ， 来 计算 杆 件 的 弯曲 
变形 ; 依 此 来 寻找 受 扭转 和 谊 曲 杆 件 的 刚度 条 件 ; 并 介绍 一 些 求 解 简单 超 静 定 问 题 的 方 
法 。 通 过 对 本 章 的 学 习 ， 应 达到 以 下 目标 。 

(1) 理解 横向 应 变 、 轴 向 应 变 、 泊 松 比 、 相 对 捏 转角 、 挠 曲线 、 挠 度 、 转 角 、 登 加 法 
和 超 静 定 问 题 等 基本 概念 。 

(2) 熟悉 轴 向 拉 压 时 杆 件 的 总 伸 长 的 计算 ， 捏 转 时 单位 长 度 相 对 捏 转角 的 计算 、 扭 转 
的 刚度 条 件 。 弯曲 时 梁 的 挠 度 和 转角 的 计算 以 及 梁 在 弯曲 时 的 刚度 条 件 。 

(3) 熟悉 提高 梁 的 次 曲 刚度 的 措施 。 

(4) 能 熟练 地 计算 超 静 定 梁 的 相关 问题 。 
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) 理解 拉 ( 压 ) 杆 的 轴 向 变形 、 横 向 CD 拉 ( 压 ) 杆 的 轴 向 应 变 、 横 向 应 变 
的 计算 公式 
松 比 的 计算 (2) 泊 松 比 的 计算 公式 
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知识 要 点 能 力 要 求 相关 知识 
BOB Hd QNS ETE EEO, (3) 杆 件 受 拉 ( 压 ) 总 伸 长 的 计算 公式 
变形 = 

Hh Aide e a CD RAR OTR NEE (D de fisici EAA 
形 及 其 刚 (2) 单位 长 9 计算 公式 
D) 理解 单位 长 度 基本 概念 
条 什 ORARE ARS | O MERMER 

zegaz] D EER MARR, WAHA | D RAE hR, BH n 
BA hg | AEWA RAS 及 挠 曲线 等 基本 概念 
AX C (2) 能 熟练 应 用 积分 法 和 熏 加 法 计算 | OO HER I IAB op efe oed DE 

梁 的 挠 度 和 转角 梁 的 挠 度 和 转角 

简单 超 静 定 (D 理解 超 静 定 问 题 的 基本 概念 CD 理解 超 静 定 问 题 的 相关 概念 

问题 4 (2) fe Hk oR it JE dn E. dndbdey (2) She 3p AE f 3E 4a, dn boc do 
hy AS docu 超 静 定 问题 

È nens 

AE. TER. RUE. GANG. WARTE, HK. WEE. MR. ved AU 
DHE, HE, ARARE EHE RUE TE. Bok, AiE aE 

1.9.1 拉 ( 压 ) 杆 的 变形 
由 实验 可 知 ， 直 杆 在 轴 向 荷载 作用 下 ， 将 会 发 生 轴 向 尺寸 的 改变 ， 同 时 还 伴 有 横向 尺 


寸 的 变化 。 轴 向 伸 长 时 ， 横 向 就 略 有 缩小 ; 


9.1.1 轴 向 变形 


设 等 直 杆 的 原 长 度 为 /( 图 9. D. 
成 Li。 杆 件 在 轴线 方向 的 伸 长 为 


如 一 去 一 中 








胡 克 定律 指出 : 

o-E 
step. 
若 把 上 两 式 代入 式 (9. D. 得 


Cn 





弹性 模 量 E 的 值 随 材料 而 不 同 。 几 种 常 


反之 轴 向 缩短 时 ， 横 向 就 略 有 增 大 。 


横 截 面 面 积 为 A。 在 轴 向 拉力 已 作用 下 ， 长 度 由 ! 变 


由 于 拉 ( 压 ) 杆 的 轴 向 伸 长 是 均匀 变形 ， 将 
AL 除 以 : 得 杆 件 轴线 方向 的 线 应 变 


:= (9. 1) 
杆 件 横 截 面 上 的 应 力 为 
—~Fu_F 
7 A A 


当 应 力 不 超 过 材料 的 比例 极限 时 ， 应 力 与 应 变 成 正比 ， 即 


见 材料 的 巨 值 已 列 人 表 9-1 中 。 
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Al = ae = E (9.2) 
这 表示 : 当 应 力 不 超 过 比例 极限 时 ， 杆 件 的 伸 长 A SRF 和 杆 件 的 原 长 度 7 成 正 
比 , 与 横 截 面 面 积 A 成 反比 。 这 是 胡 克 定律 的 另 一 表达 形式 ， 以 上 结果 同样 可 以 用 于 轴 向 
压缩 的 情况 ， 只 要 把 轴 向 拉力 改 为 压力 ， 把 伸 长 Al 改 为 缩短 就 可 以 了 。 
从 式 (9.2) 可 看 出 ， 对 长 度 相 同 ， 受 力 相 等 的 杆 件 ， 变 形 A 与 EA 成 反比 ， 即 EA 越 
大 则 变形 Al 越 小 ,所 以 EA 称 为 杆 件 的 拉 伸 (压缩 ) 刚 度 。 它 是 衡量 杆 件 抵抗 变形 能 力 的 
一 个 量 。 











9.1.2 横向 变形 


设 等 直 杆 变形 前 的 横向 尺寸 为 b( 图 9.1)， 变 形 后 为 .bi 则 横向 缩短 为 


Ab = b, — b, (9.3) 
由 于 拉 ( 压 ) 杆 的 横向 变形 也 是 均匀 变形 ， 所 以 横向 应 变 为 
e Ab (9. 4) 


BY 
试验 结果 表明 ， 当 应 力 不 超 过 比例 极限 时 ， 横 向 应 变 e 53 gl 6] IAE. e 之 比 的 绝对 值 是 
一 个 常数 ， 即 


4 " 
Ela, RE Sy (9.5) 
€ 


€ 








v 称 为 泊 松 比 又 称 横向 变形 系数 ， 与 正 一 样 ， 也 是 材料 固有 的 弹性 常数 ， 且 是 一 个 
没有 量 纲 的 量 , 常用 材料 的 弹性 模 量 和 泊 松 比 见 表 9- 1。 





表 9-1 
材料 名 称 E(GPa) y 
碳 钢 196 一 216 0. 24—0. 28 
合金 钢 186 一 206 0. 25~0. 30 
灰 铸 铁 78. 5~157 0. 23~0. 27 
铜 及 其 合金 72. 6~128 0. 31—0. 42 
铝 合 金 70 0.33 











例 9.1 图 9.2 所 示 托 架 ， 水 平 杆 BC 为 钢 圆 杆 ， 其 直径 4 二 30mm。 斜 杆 AB 由 两 根 
70mmX70mmX 6mm 的 等 边 角 钢 组 成 。 若 [oj] 二 160MPa， E=200GPa. 试 校 核 托 架 的 强 
E. HOR BRANT. E F—50kN. 

解 : (1) 求 各 杆 轴 力 。 取 节点 也 为 研究 对 象 ， 由 平衡 方程 可 求 得 1、2 杆 轴 力 分 别 为 

Fy, = /3F = 86.6kN, Fyz = 2F = 100kNORO 

(2) 强度 校 核 。 


Ai =F 3x10 )?=0. 707X107 m’, A,—2X8.16X10'mm' = 1. 632 X 10 mm 


Wr) 




















| 
4 ‘ 
d cs 








BA, BC 杆 应 力 分 别 为 


_ Fu _ 86.6 X 10° 
a= A, — 0.707 x10? 


_ Fx _ 100x 10 
A, 1.632X 107 

由 此 可 见 托 架 的 两 杆 都 满足 强度 要 求 ， 故 整个 结构 是 满足 强度 要 求 的 。 

(3) 求 孔 点 的 位 移 。 根 据 胡 克 定 律 式 (9.2) 分 别 求 出 BC. BA 两 杆 的 变形 为 


= 122. 5MPa Lo] 


o = 61. 3MPa < [c] 




















Ful 86. 8x 10* x 1. 732 " 
Ah = EA, — 200.10" X 0. 707x107 oh O81 X 107m 
an = Fuld 100 x 10° x 2 0 icis: 








EA; \~ 200 X 10° X 1.632 X10 

这 里 Ali 为 拉 伸 变形 ;~ 而 AL 为 压缩 变形 。 

设想 将 B ABEERROT . 两 杆 在 各 自 杆 端 为 的 作用 下 自由 伸缩 ， 则 1 杆 的 也 端 将 伸 至 Bi,， 
而 2 杆 的 B 端 将 缩 至 B,， 事实 上 ， 两 杆 相 连 于 B 点 ， 并 不 分 离 ， 故 B 点 的 新 位 置 应 当 在 
另 一 点 B; lib, BiB; 和 BB; 是 两 段 极 其 微小 的 短 圆 弧 。 因 为 是 小 变形 ， 可 采用 分 别 垂直 
FBA, BC 的 直线 线段 来 代替 圆 弧 ， 这 两 段 直 线 的 交点 即 为 B. 的 位 置 。 图 9. 2(b) 中 BB; 
线段 即 为 B 点 的 位 移 。 

对 位 移 BB; 的 求解 ， 通 常 有 两 种 方法 。 

© 图 解法 ， 即 按 同 一 比例 作出 图 9. 2(b) 所 示 多 边 形 BBB, B: ， 然 后 直接 从 图 中 量 
出 BB; 的 值 。 

© 解析 法 ， 即 根据 图 9. 2(b) 所 示 的 三 角 关系 进行 求解 。 

下 面 用 解析 法 求 出 BB: MA 9.2(b) 中 可 看 出 
B;B, = Al,cos30° + Al 














也 点 的 垂直 位 移 
B, B, = B, B, + B, B, = Al;sin30* + B; B,sec30* 
= Al; sin30°+ (Al, cos30°+ Al, ) sec30^—3. 064 10 ^m 
B 点 的 水 平 位 移 








BB, = Al; = 1.061 X10%m 
B 点 的 总 位 移 BB; 为 
BB; = /(BB1)’ + (B,B;)? = 3.243 X 10°m 


OE 


(4) 分 析 讨 论 。 
杆 方位 也 发 生 了 改变 ， 夹 角 不 再 为 3 ， 这 就 使 得 按 | 


在 差异 。 不 过 应 注意 到 ， 我 们 所 讨论 的 问题 属于 小 变形 ， 故 可 忽略 高 阶 小 量 ; 
围 内 ，e 之 值 很 小 )， 以 致 两 杆 方位 的 改变 量 很 小 。 


结果 可 见 ， 杆 长 的 改变 量 确实 很 小 (在 弹性 范 





结构 在 荷载 下 作用 下 ， 由 于 两 杆 长 度 改变 ， 使 节点 B 发 生 了 位 移 ， 同 样 两 
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原 夹 角 30 求 出 的 两 杆 轴 力 之 值 与 实际 数值 存 
另外 ， 由 实际 计算 








[ 行 的 ， 其 与 精确 值 之 差 是 高 阶 小 量 。 


此 可 见 ， 对 轴 力 Ro Al Re 采取 这 种 近似 简化 计算 是 可 

把 它 总 结 为 一 条 规律 就 是 : “在 小 变形 的 情况 下 ， 列 平衡 方程 时 ， 可 以 不 考虑 物体 的 
微小 变形 ， 而 按 初始 尺寸 计算 。” 有 时 把 它 称 为 初始 尺寸 原 理 或 小 位 移 原理 。 这 种 满足 工 
程 要 求 且 使 计算 过 程 简单 的 方法 不 但 可 在 拉 伸 和 压缩 问题 中 应 用 ， 而 且 在 今后 所 涉及 捏 
转 、 弯 曲 等 问题 中 也 同样 可 以 应 用 。 

以 上 讨论 是 轴 力 Fy BSCR TT A 沿 杆 轴线 均 不 变化 的 情形 .> 当 轴 力 Fy bf ot 
积 A 为 杆 轴线 坐标 x 的 连续 函数 时 ， 杆 件 的 轴 向 变形 计算 应 先 取 微 段 dz,， PLA (x)， 
Fy (x) f£ dz 范围 内 不 变 ， 引 用 胡 克 定律 求 得 微 段 的 轴 向 变形 为 


_ Fao) dA 
dCAD = EAO 








(9.6) 
则 整个 杆 件 的 变形 为 


| 'EAGO (9. 7) 


Al F 


下 面 以 例题 示 之 。 

例 9.2 图 9.3 er UH. AE 
下 两 端的 直径 分 别 为 FIL dys amt FLUE 
形 (不 计 自重 的 影响 )。 设 杆 长 RARER E 均 已 知 % 

解 : 设 坐标 为 时 ， 横 截面 的 直径 为 4， 则 

Y d; 

ide Pa[1 575 T zEA 
—d, x 2 

3] 


os 7) 求 得 整个 杆 件 


d; —dy x 
l 


di A(x) 


Fy(x) 





AG) = Fd? = Fai (1+ 9*3 
轴 力 是 常量 ， 即 Fx(z) 二 F， 由 各 


的 伸 长 为 
a=] I 


AFL 
nEd | d» 











Fy(x)dx 
EA (x) 


4Fdx 
xEd;(1 - 








| 9.2 圆 轴 扭转 变形 及 其 刚度 条 件 


9.2.1 圆 轴 扭转 变形 
是 两 个 横 截面 间 绕 轴线 转 过 的 相对 转角 ， 称 为 相对 扭转 
NS 


衡量 圆 轴 扭转 变形 程度 的 量 


| 
" —— 


角 ， 亦 简称 为 扭转 角 ， 以 8 记 之 。 由 式 (8. 13) 得 


T 
dg 二 中 

上 式 为 相距 dz 的 两 个 截面 之 间 的 相对 扭转 角 ， 对 相距 为 /， 受 到 扭矩 T 作用 的 一 段 

轴 而 言 ， 显 然 


























"T 
=|= ar (9.8) 

4 TEKE WEA. HASANA. DU 
?= 性 " (9.9) 





ESCH, GLK. WU oi. Ble 5 GI, MIZE. 所 以 称 GT Jo DUAA AGE RUE 
它 与 杆 的 截面 形状 、 尺 二 及 材料 等 有 关 。 

有 时 ， 轴 上 的 扭矩 分 段 为 常量 ， 或 者 阶梯 轴 ， Ip ede 此 时 应 分 段 计 算 相 对 
扭转 角 ， 再 代数 相 加 ， 即 





g= Sgh Git (9. 10) 
P; 
例 9.3 一 为 实心 、 一 为 空 ， MM 材料 、 长 度 和 所 受 外 力 偶 矩 均 相同 ， 实 心 
轴 直 径 di， 空 心 轴 外 径 De WN des Wette 0.8. 若 两 轴 质 量 相同 ， 试 求 两 


— ^ 
解 : 两 轴 材 料 、 JERKER. iti EI As 一 As， 即 


T4 FO —di) 

































可 得 
d;=D;(1—a’) 
因 承 受 的 外 力 偶 矩 相同 ， 两 轴 截 面 上 扭矩 也 应 相等 
Tx=Ts 
由 式 (9. 9) 知 ， 实 心 轴 和 空心 轴 最 大 相对 扭转 角 分 别 为 
qu — Tel 


Ix 


p= GL, ^TUCGL 
式 中 ，/ 一 一 轴 的 长 度 。 故 两 轴 最 大 相对 所 转角 之 比 


Tp; 
go I, _ 322-2) piae 
@ TI, Zai di 











将 如 = 成 (1 一 a*) 代 入 上 式 ， 则 
a D;(l—a') (1—a*) _ +e’) 
& [Dill—ad)F (1—a’)? (1a?) 
再 将 a—0. 8 RAER. 得 
a (1-08). 
@ (1—0.8) 














Ou 
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可 见 ， 空 心 轴 扭 转角 远 小 于 实心 轴 的 。 因 此 ， 在 两 轴 重 量 相同 的 情况 下 ， 采 用 空心 圆 
轴 不 仅 强度 高 ， 而 且 刚 度 也 优 于 实心 圆 轴 。 

















9.2.2 刚度 条 件 





机 械 设备 中 ， 对 受 扭 圆 轴 不 仅 有 强度 要 求 ， 对 扭转 变形 一 般 也 有 所 限制 。 例 如 ， 对 机 
床 丝 杠 的 扭转 变形 就 要 加 以 限制 ， 以 保证 机 床 的 加 工 精度 。 工 程 上 ， 对 受 扭 圆 轴 的 刚度 要 
求 ， 通 常 是 限制 轴 的 单位 长 度 扭转 角 o 的 最 大 值 ， 所 谓 单位 长 度 扭转 角 就 是 


/一 gp 一 工 
ede GI, 














则 轴 的 扭转 刚度 条 件 为 
Qe ]rad/m 
工程 上 习惯 采用 度 / 米 ( rd, WARO. 9)， 上 述 刚度 条 件 

可 表示 成 
_ 





rn = Teo Qt A Te] (9.11) 
xm. ps — A SACP SEH fC °/m)s 
ax 一 轴 的 最 大 扭矩 (绝对 值 ) ; x 


GI, == 轴 的 扭转 刚度 
[e ]— 单位 长 度 许 用 扭转 角 。 — ] 值 可 从 有 关 规 范 和 手册 中 
查 到 。 通 常 其 范围 为 AZ 


精密 机 械 设备 的 轴 [e 130125720. 50°/m 
一 般 传动 轴 > [¢ ]—0.50*—1. 00°/m 
精度 要 求 不 高 的 轴 Cg’ ]=1. 00*—2. 50°/m 


最 后 ， 讨 论 一 下 空心 轴 的 问题 。 根 据 例 9. 3 的 分 析 ， 把 轴 心 附近 的 材料 移 向 边缘 ， 得 
到 空心 轴 ， 它 可 在 保持 重量 不 变 的 情况 下 ， 取 得 较 大 的 I,， 亦 即 取得 较 大 的 刚度 。 因 此 ， 
若 保持 五 不 变 ， 则 空心 轴 比 实心 轴 可 少 用 材料 ， 重 量 也 就 较 轻 。 所 以 ， 飞 机 、 轮 船 、 汽 车 
的 某 些 轴 常 采用 空心 轴 ， 以 减轻 重量 。 车 床 主轴 采用 空心 轴 既 提高 了 强度 和 刚度 ， 又 便于 
加 工 长 工件 。 当 然 ， 如 将 直径 较 小 的 长 轴 加 工 成 空心 轴 ， 则 因 工艺 复 杂 ， 反 而 增加 成 本 ， 
并 不 经 济 。 例 如 车 床 的 光 杆 一 采用 实心 轴 。 此 外 ,空心 轴 体 积 较 大 ， 在 机 器 中 要 占 
较 大 空间 ， 而 且 如 轴 壁 太 薄 ， 还 会 因 扭转 而 不 能 保持 稳定 性 。 
eh tte 
许 用 荷载 等 方面 的 刚度 计算 。 

一 般 机 械 设备 中 的 轴 ， 先 按 强度 条 件 确 定 轴 的 尺寸 ， 再 按 刚 度 要 求 进行 刚度 校 核 。 精 
密 机 器 对 轴 的 刚度 要 求 很 高 ， 往 往 其 截面 尺寸 的 设计 是 由 刚度 条 件 所 控制 的 。 

例 9.4 图 9.4(a) 为 某 组 合 机 床 主轴 箱 内 第 4 轴 的 示意 图 。 轴 上 有 下 、 严 、F — 
动力 由 轴 5 经 齿轮 亚 输 送 到 轴 4， 再 由 齿轮 下 和 下 带动 轴 1、2 和 3。 轴 1 和 2 同时 钻 

， 共 消耗 功率 0. 756kW; 轴 3 扩 孔 ， 消 耗 功率 2. 98kKW。 若 4 轴 转 速 为 183. 5r/min， 材 
tee cu NE EE E 
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解 : 为 了 分 析 轴 4 的 受 力 情 况 ， 先 由 式 (6. 1) 计 算 作 用 于 齿轮 [和 JV 上 的 外 力 偶 矩 ; 
P E 0. 756 


























5 1 
my 9549 a 9549 X 183.5 39. 3N。m 
P 2 2. 98 T 
my 9549 一 9549 X 183.5 155N* m 


my All my 同 为 阻抗 力 偶 矩 ， m1 若 轴 5 经 齿轮 亚 传 给 轴 4 的 主动 力 偶 矩 为 
mus W my 的 转向 应 该 与 阻抗 力 偶 矩 的 转向 相反 [图 9. 4(b)]。 于 是 由 平衡 方程 ， 之 M, 一 
0 得 

my my —my —0, 
my —my +my = 39. 3 十 155 一 194. 3 N * m7 
根据 作用 于 轴 4 上 my my 和 mn WIR, EERME 9-4 Co) Bros. MAHE 





aW 

















en 


出 ,在 齿轮 三 入 之 间 ， 轴 的 任 一 横 截面 上 的 扭矩 箔 为 最 大 值 ,上 且 Tas = 155N * my H3 
度 条 件 得 


Z j 


= LT < 


max 








< [rz] 


W, 
jm 16 x 155 
e PR Ee leu 40x 195 — 9 0272m 


个 其 次 ， 由 刚度 条 件 ， 
































' Tome 180 Tee y 180 ry 
~ aie SN x max < 
—Ó— E 4 L0 » GI AAA Gx xp m ied 
Js D YT X 180 / SZ X155 X 180 
80 X 10 Xx X15 





1 X Gz'[e ] 
1 © = 0. 0297m 
ULP] 

N 为 了 同时 满足 强度 和 刚度 要 求 ， 选 定 轴 的 直 
图 9.4 D=30mm。 可 见 ， 刚 度 条 件 是 轴 4 的 控制 因素 。 由 于 
刚度 是 大 多 数 机 床 的 主要 矛盾 ， 所 以 用 刚度 作为 控制 因素 的 轴 也 是 相当 普遍 的 。 

像 轴 4 这样 靠 齿轮 传动 的 轴 ， 它 除了 受 扭 外 ， 同 时 还 受到 弯曲 ， 应 按 扭 弯 组 合 变形 计 
算 (第 10 章 )。 但 在 开始 设计 时 ， 由 于 轴 的 结构 形式 未 定 ， 轴 承 间 的 距离 还 不 知道 ， 支 座 
反 力 不 能 求 出 ， 所 以 无 法 按 扭 弯 组 合 变形 计算 。 而 扭矩 的 数值 却 与 轴 的 结构 形式 无 关 ， 这 
样 ， 可 以 先 按 扭转 的 强度 条 件 和 刚度 条 件 初 步 估算 轴 的 直径 。 再 根据 初 估 直 径 确定 了 轴 的 
结构 形式 后 ， 就 可 再 按 第 11 章 和 第 14 章 提出 的 方法 ， 做 进一步 的 计算 。 

















| 9.3 梁 的 弯曲 变形 及 其 刚度 计算 


工程 中 某 些 受 弯 构件 不 仅 应 该 有 足够 的 强度 ， 还 应 该 有 足够 的 刚度 。 由 于 在 一 般 细 长 
梁 中 ， 前 力 对 弯曲 变形 的 影响 较 小 ， ri “WRI 讨论 梁 在 平面 弯曲 时 由 弯 
和 矩 引起 的 弯曲 变形 ,介绍 梁 的 挠 曲线 近似 微分 方程 及 梁 弯 曲 变形 的 两 种 计算 方法 ， 即 积分 
法 和 县 加 法 求解 梁 的 找 度 和 转角 。 并 根据 讨论 的 结果 ,建立 弯曲 变形 的 刚度 条 件 。 


On 












































WB 杆 件 的 变形 与 刚度 计算 


工程 实际 中 对 某 些 受 弯 杆 件 的 刚度 要 求 有 时 是 十 分 重要 的 。 例 如 ,机 床 主轴 (图 9. 5)， 
变形 过 大 时 ,会 影响 轴 上 齿轮 间 的 正常 呈 合 ， 以 及 轴 与 轴承 的 配合 ， 从 而 造成 齿轮 、 轴 承 和 
轴 的 不 均匀 磨损 ， 同 时 产生 噪声 ， 并 影响 加 工 精度 。 又 如 ， 输 送 液体 的 管道 ， 若 弯曲 变形 过 
大 ,将 会 影响 管道 内 液体 的 正常 输送 ， 出 现 积 液 ， 沉 淀 或 导致 法 兰 盘 连接 不 紧密 的 现象 。 

但 在 一 些 场合 ， 又 往往 需要 利用 弯曲 变 
形 达 到 某 种 目的 。 例 如 车 辆 上 使 用 的 到 板 弹 
簧 (图 9.6) 正 是 利用 弯曲 变形 较 大 的 特点 ， 
以 达到 缓冲 减 振 的 作用 。 又 如 ， 如 图 9.7 所 
示 的 弹簧 杆 切 断 刀 ， 由 于 弹簧 刀 杆 的 弹性 变 
形 较 大 ， 因 此 有 较 好 的 自动 让 刀 作 用 ， 能 有 
效 地 缓和 冲击 ， 切 削 速 度 比 用 直 刀 杆 时 提高 了 2 一 3 倍 。 

为 了 限制 或 利用 梁 的 变形 ,需要 掌握 弯曲 变形 的 计算 方法 > 另外， 在 求解 超 静 定 梁 时 ， 需 
要 根据 梁 的 变形 ， 建 立 变形 谐 调 条 件 。 在 讨论 梁 的 振动 问题 分 析 ， 也 需要 知道 梁 的 弯曲 变形 。 






























































“图 9.6 


9.3.1. REEE Se 


图 9. 8 所 示 为 在 荷载 作用 下 的 一 任意 梁 。 以 变形 前 直 梁 的 轴线 为 x 轴 ， 垂直 向 上 的 轴 
为 y 轴 ， 在 平面 弯曲 的 情况 下 ， 变 形 后 的 梁 轴线 将 成 为 zy 平面 内 的 一 条 光滑 的 曲线 。 该 
曲线 称 作 梁 的 挠 曲线 ， 其 方程 可 以 表示 为 
w= f(x) (9. 12) 
根据 图 9. 8 所 示 的 变形 曲线 ， 弯 曲 变形 可 以 由 两 个 基本 变量 来 度量 : 
挠 度 一 一 梁 变 形 前 轴线 上 的 工 点 ( 即 该 点 处 横 截 面 的 形 
心 ) 在 y 轴 的 方向 上 发 生 的 线 位 移 w， 称 为 梁 
在 该 点 的 挠 度 。 在 图 9.8 所 示 坐 标 系 下 规定 : 
挠 度 向 上 为 正 ， 向 下 为 负 。 
工 点 处 的 横 截面 在 弯曲 变形 过 程 中 ， 绕 中 性 轴 转 
过 的 角度 0， 称 为 该 截面 的 转角 。 规 定 转角 逆 时 
图 9.8 针 为 正 ， 顺 时 针 为 负 。 
严格 地 说 ， 梁 的 横 截 面 形 心 还 将 产生 工 方向 的 位 移 ， 由 于 工程 中 常见 的 梁 的 挠 度 都 远 
小 于 跨度 ， 挠 曲线 是 一 条 非常 平坦 的 曲线 ， 故 横 截 面 形 心 在 工 方向 的 位 移 可 略 去 不 计 。 




































































转角 









































" er 


根据 平面 假设 ， 梁 的 横 截 面 在 变形 前 垂直 于 轴线 ， 变 形 后 仍 垂直 于 轴线 ， 所 以 横 截 面 
转角 0 就 是 挠 曲线 的 法 线 与 y 轴 的 夹 角 ， 亦 即 挠 曲线 的 切线 与 工 轴 的 夹 角 。 因 为 挠 曲线 是 
非常 平坦 的 曲线 ，0 是 一 个 非常 小 的 角度 ， 故 有 


0~ tang = #2 = fc) (9. 13) 
































式 (9.13) 说 明 ， 截 面 转角 近似 地 等 于 挠 曲线 上 与 该 截面 对 应 的 点 处 切线 的 斜率 。 


9.3.2 梁 的 挠 曲线 及 其 近似 微分 方程 




















在 第 8 章 推导 弯曲 正 应 力 时 ， 曾 得 到 梁 的 中 性 层 的 曲率 表达 式 ( 当 oma, IS I 

1 M * 

p EL 2n 
对 于 细 长 梁 ， 若 忽略 剪 力 对 弯曲 变形 的 影响 ， IX DROR TA A ffo 但 此 时 ， 梁 上 
WBE M 和 曲率 半径 皆 是 x 的 函数 ， 即 











1 cM) 
pla) R El. 
Hob, HCE A, HAE vo SC) ETE LI M EO 
ERI. cuf 
- Co) (1+ Gi 
eee Ee SM. 比较 上 两 式 , mp 
一 ER w \ MG) 
7 [1+ (wo? Je ET. 
上 式 称 为 找 天 入 分 方程 在 工程 实际 中 ， 梁 的 挠 度 w 和 转角 0 数值 都 很 小 ， 因 此 
(rw )* 与 1 相 比 也 很 小 ， 可 以 忽略 不 计 。 于 是 上 式 又 可 简化 为 
ry m M(x) 
根据 弯 矩 正 负 号 的 规定 ， mje F M i 
时 ，M 为 正 ( 图 9.9)。 另 一 一 方面 ， 在 本 章 所 选 定 的 ( = M<0 
右手 系 中 ， 向 下 凸 出 的 曲线 的 二 阶 导数 ul OR TE Es Cea) 
AE, Mpe Ae ray Et. M 为 负 而 ve" 也 为 负 。 













































































所 以 ， 上 述 两 端的 符号 应 一 致 。 于 是 ， 上 述 表达 式 “ 
成 为 图 9.9 
dw MG) 
d = CELO (9. 14) 














式 (9.14) 称 做 挠 曲线 近似 微分 方程 由 此 方程 即 可 求 出 梁 的 挠 度 ， 同 时 利 
式 (9.13)， 又 可 求 得 梁 横 截面 的 转角 。 























9.3.3 用 积分 法 求 梁 的 位 移 


梁 的 搁 曲 线 近似 微分 方程 是 在 线 弹性 小 变形 情况 下 研究 梁 弯曲 变形 的 基本 方法 。 通 过 
Cn 


wom) 杆 件 的 变形 与 刚度 计算 
求解 上 述 微分 方程 ， 即 可 得 到 梁 的 挠 曲线 方程 和 转角 方程 ， 并 可 进一步 求 出 粱 任意 截面 的 
挠 度 和 转角 。 





在 等 直 梁 的 情况 下 ，EI. 等 于 常数 , 式 (9. 14) 又 可 表示 为 


El.w”=M(x) 
两 端 积 分 ， 可 得 梁 的 转角 方程 为 


ELw' = EL. = [M(x)de +C 
再 次 积分 ， 即 可 得 到 梁 的 挠 曲线 方程 


Elw = | ([M(x)dx)dr+Cr +D 

















上 式 中 C 和 为 积分 常数 ， 它 们 可 由 庚 的 支承 约束 条 件 和 连续 性 条 件 (统称 为 边界 条 
件 ) 确 定 。 NOS 
89.5 如 图 9. 10 zs. ARR AB FIOR LSE M RR q E, WR AB 梁 
的 最 大 找 度 和 转角 。 ER 
解 ; 取 如 图 9. 10 所 示 的 坐标 系 ， 梁 的 弯 矩 方 : = 
程 为 Ay 
M(x) =-> 






pala) 











2 qz? +lx—Sal EAI ) 
所 以 AB 梁 的 挠 曲线 近似 微分 方程 为 























n__yl Nr EM" b 
El.w 一 3 344 +qlx gal AAS 
Lg du e > E 9.10 
积分 上 式 ,/ 可 得 A 
NO ; 
入 EFa' 一 ELO 一 一 二 gm 十 十 di 一 二 oz 二 C 


再 积分 上 式 , 得 


El.w 





ger T qlz’ Taf a* +Cz+D 





悬臂 梁 的 两 个 边界 条 件 为 : zx 一 0( 固 定 端 ) DES w 和 转角 0 都 为 零 ， 代 人 上 两 式 确定 
出 C=0 fll D—0, 


所 以 ，AB 梁 的 转角 方程 和 挠 曲线 方程 分 别 为 


0x) : 1 1 


EL (7$ tan yale) 


T 1 d. aues o dl. opes 
wx) zi 24417 gle gaa) 




















4 梁 的 挠 曲线 大 致 形状 如 图 9.10 所 示 ， 从 图 中 可 以 看 到 ， 最 大 挠 度 和 转角 都 发 4 
梁 的 自由 端 。 即 




















E 在 


一 = 
ba 一 0(Zz) | r= GEI. 


4 
wpw(r) | ag 


NGSE) 


| 
er 


9s 为 负 值 ， 说 明 B 截面 转角 是 顺 时 针 的 ;ros 为 负 值 表示 B AAPEEE F. 
例 9.6 如 图 9.11 所 示 ， 简 支 粱 AB 受 集中 力 正 作用， 试 讨论 该 梁 的 弯曲 变形 。 
解 : CD 求 梁 的 找 曲 线 方程 和 转角 方程 。 在 外 力作 用 下 ， 支 座 A、B 处 的 支 反 力 分 


别 为 


b 
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¥ AB 梁 的 AC、CB Ezftg255p 7r fe ^r IA 
M, Gi) SFr (0< zı <a) 


Fra = F's Fre = TE 




















- , | M: Gr) [Fre — EG —a) (a < 2 <1) 
gon Fi dee LA P DIC Jr BOB 
见 表 9-2。 A NOI 
表 9-2 ^ N 
AC ROST La) QNNM cB 段 (<<m<0 
Ele, =r, ‘A N did ELuf = brs — Fla a) 







"IE P (NN 
EL w^ = ai +€ OM 
ieget X 


Elan aC ED Els e Es F(x, <a) Cat D. 





积分 中 出 现 CA-BUMIÉCC,. DURO, Dis MORE 4 个 条 件 来 确定 。 由 于 AB 梁 的 
抄 晶 线 应 该 是 二 条 光 洪 连续 的 曲线 ,因此 在 AC 和 CB 两 自 朱 曲线 的 交界 截面 C Jb. de 
曲线 应 有 唯一 的 挠 度 和 转角 。 即 挠 曲线 在 C 截面 的 连续 条 件 为 ， 当 mm —a M. 00, 


wu, B 





Fb ın _ Fb: 




















21^ +G 21^ Eua a)! +G 
Fea FCiac- Di P Fa a)* +Crat Ds 


由 以 上 两 式 解 得 
C=C D=D, 
此 外 ， 梁 在 AD 两 端的 支承 约束 条 件 为 
xı=0 时 ; wi 二 0 
zz 一 时; w=0 








即 Di=0， 

Fós F oy ys ep 

Fb E (ay C0 
解 得 D, —D;—0: C=C: Pig b) 


将 积分 常数 代入 表 9-2, 得 梁 AB 的 挠 曲线 方程 和 转角 方程 ， 结 果 见 表 9 - 3。 


(On 


woe 杆 件 的 变形 与 刚度 计算 
































表 9-3 
AC BO a) CB B Gars D 
& = wi =— geri U 32D &—w ger; | c — 3 + Shea)? ] 
i —- Bay 一 她) geb [arab say | 

(2) 求 粱 的 最 大 挠 度 和 转角 。 
TE a =0 Fl r= (KAR 9 73 中 的 转角 方程 ,得 A、B 截面 的 转角 分 别 为 

$78 (21) Ll s m UTD, i6 (22) "d 
若 alb. NWA VW 9s 为 梁 的 最 大 转角 。 , > 





为 了 确定 挠 度 为 极 值 的 截面 ， 先 确定 C 截面 的 转角 ~ 
0.—0 (21) |, «cap ATA 
车 a 二 bp， 则 转角 A>0. 因为 AC Ei a GEE. 而 二 0， 当 转角 从 截面 
A 到 截面 C 连续 地 由 负 值 变 为 正 值 时 ，AC 段 肉 必 有 一 截面 转角 为 零 ， 此 截面 即 为 挠 度 最 
大 的 截面 位 置 。 为 此 , 令 0 C0. BS 





LED. XL 





SEIL ilum ^1 
解 得 UU a -|5 4 
Hi xo etapa joan AB 的 最 大 搓 放 为 
a Fb 2—p) 
Ra 一 | [zw Gr 2e T c" D) 


(3) TS 
当 集中 力 下 作用 在 梁 跨 度 中 点 { 即 一 /一 亏 ) 时 ， 极 值 点 cs KPEE vos 
-4 FE 


,一 一 A 
ms | 2 EL 


当 集 中 力 无 限 接近 于 右 端 支 座 B(b->0) 时 ， 极 值 点 mm 及 最 大 挠 度 为 


z= [E u 一 全 0. 577/ 


Fb 


























IIs Fb, 
j ME): = 3 
woe RETI ! | 9 BEI. 
而 此 时 中 点 处 的 挠 度 为 
= ] Fb å ge; OE 
ws = | [w (21) Ja | 18EL 3 Ap) 16EI. 
Fi FUME GEE wx 代替 最 大 挠 度 ws， 所 引起 的 误差 为 
= 
Tax 一 ru 9 [s 16 —2. 65% 
Wmax pal 
9 /3 
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9.3.4 JL RES SERI ff 














积分 法 是 求 梁 弯 








线 上 无 拐点 ， 总 可 用 跨度 中 点 的 挠 度 代替 最 大 挠 度 ， 并 且 不 会 引起 很 大 误差 。 


变形 的 基本 方法 ， 利 用 此 方法 的 优点 是 可 以 求 得 转角 和 挠 度 的 普通 


方程 式 。 但 当 只 需 确定 某 些 特定 截面 的 转角 和 挠 度 时 ， 积 分 法 就 显得 比较 繁琐 。 通 过 上 节 
的 讨论 ， 可 知 ， 在 材料 服从 胡 克 定律 和 小 变形 情况 下 ， 挠 曲线 微分 方程 是 线性 的 。 线 性 方 
程 的 解 可 以 用 又 加 法 求 得 。 设 梁 上 作用 着 种 荷载 ， 第 一 种 荷载 引起 的 弯 矩 为 M Co. t€ 
BEH wi Ce); 第 二 种 荷载 引起 的 弯 矩 为 M), HEEJ rw (z); 第 种 荷载 引起 的 弯 矩 为 








M,(z)， 挠 度 为 vw, (x). 03 








YE E ns Cr HUM. f 


Fr EXEARUET . A ES RR ESA. BEDA n Rd 
载 共 同 作用 时 所 引起 的 弯 矩 为 M(z) 一 Mi Go) H- Me Gr) He: M, Ge). 
当 妈 种 荷载 单独 作用 时 的 找 曲 微分 方程 分 别 为 。< 


Elw =M} 
El.ws >M: (x) 


~ EI, =M, (x) 


Fw) =M (ar) +M: F 4M, Gr) 2 MGo) 











EI. Gui Hw d 


但 是 , n 种 荷载 同时 作用 时 的 挠 曲 微 分 方程 为 “> 


比较 前 西式 得: 


IF r fat Esk. 4 





wr) —wi G2 


El.w’=M(a) 





O02) =O, Ge) +02 Gr) + +4, C) 


Fus Gr) +e tw, Gr) 


RWIE TRAER EARJE: 在 材料 服从 胡 克 定律 和 小 变形 情况 下 ， 梁 上 有 几 


种 荷载 共同 作用 时 的 挠 度 或 转角 ， 等 于 几 种 荷载 分 别 单独 作用 时 的 


挠 度 或 转角 之 代数 和 。 


























为 了 三 加 的 方便 ， 现 将 梁 在 简单 荷载 作用 下 的 变形 汇总 于 表 9-4 中， 以 便 直接 查 用 。 
表 9-4 
序号 梁 的 简 图 挠 曲线 方程 转角 和 挠 度 
ml 
b=- 
ma? EI. 
® WEE mi! 
Mer REY 
"a T n aE Se u=- ge 
© 5 ut __ ma a : 
a E w-—24|(-—a)-34 |, maf, a 
1 EL 2] 一 一 下 +) 
aL 
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( 续 ) 
序号 梁 的 简 图 挠 曲线 方程 
c BW oan. 
© w——spp 0n 
w=- fe Ga—2), o<a<a = Zr 
© F 2 Fe 2 
w — SET (3x-a), acad à uy — — gp la) 
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( 续 ) 
序号 梁 的 简 图 挠 曲线 方程 转角 和 挠 度 
g, = Fb) 
: GEIL 
à, =F Ut 
y= — 0 gg) SEL! 
GEE € 9e dia. 在 
0O<x<a —F 
a= [7 he, 
y Fo Tl ; i 
=>] Lay + 
tLe LLL Ek — y 
Ws cT BENE 
qnae. aae 9 SELL 
p 
ph 一 一 一 一 
ZET. 
一 一 一 9 B= J 2 十 73 z 
0 i ZET alae van) Sql! 
IN rms S84ET 
eu Far (p = 1, _ Fal 
w= Fe! z) (srs! Oy 30 SEI. 
—_Fa-DYy __ Fa j 
四 w EL 5 A= — gp Ob 3a) 
Ca(31—D (1-03. 2 
A X w= (+a) 
Bare) w Ita 
Re = 
wee), oca] ATT ZOTE 
@ p —. (32 —Au +h &c— — x -(1+3a) 
w= EL ‘3 dal +l), 3EI. 
Iva) w= 一 EL (21+3a) 


49.7 如 图 9. 12 所 示 ， 简 支 梁 受 集中 力 F MEA 
EL. REP ANE wc 和 A 截面 的 转角 a 。 
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di 





P 71 ff m 


共同 作用 ， 梁 的 刚度 为 


















































解 : 梁 在 荷载 下 单独 作用 时 ， 由 表 9 - 4@ 查 得 
ER MD FL 
PEREL” "Œ REL 

梁 在 集中 力 偶 m 单独 作用 时 

由 表 9-4@ 查 得 

vom nl? o es ml 
Voc EL? "" ^ GEL 
所 以 , FAm 共同 作用 时 ，C 截面 挠 度 和 A Sk 























转角 分 别 为 : 
3 2 
Wc we twm ET Er Oa = Oar +O am 
aie FUP S md 
16EI. 6EI. 
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例 9.8 如 图 9.13 所 示 , 求 简 支 梁 AB 跨度 中 点 C WHE. BS WU EE OS 

El.» bm. 
dF = qdr 

解 : 在 梁 的 DB 段 内 距 A 端 为 x 处 截取 dz 
微 段 ， 将 作用 在 该 微 段 上 的 荷载 看 作 一 个 集中 力 
dF， 即 dF 二 gq dr, WAHR 9 -4@ 查 得 dF 作用 
时 C 点 的 挠 度 为 
(gd) Ix) [32—4(—2!] 

















dwe 


48E1- 
由 于 dF 二 gdz 在 DB 内 连续 作用 ， 积 分 dwe 
后 即 可 得 C 点 的 挠 度 











Hi 9.9 Yn o. 14 (a) 所 示 为 车 床 主轴 的 示意 

图 。 finda Dt D=80mm, Pí% d=40mm, /= 

Aoomins a 二 100mm， 材 料 的 二 210GPa。 设 切削 

SSF =2kN, 齿轮 传动 力 F, 二 1kN。 车 主轴 的 许 

“可 变形 为 : CE die C Hb WU BERE Cu.) =1/10' = 40 X 

10-*m， 轴承 B 处 的 转角 不 超过 10 7 弧度 ， 试 校 
核 主轴 的 刚度 。 

, 解 :车 床 主轴 的 惯性 逢 为 








A D B oN 





A AT 140! 12 
JAI g4 P d') g4 (90 40 ) X10 


—188X10-*m' 
主轴 的 力学 简化 模型 如 图 9. 14(b) 所 示 。 主 轴 


的 弯曲 变形 可 看 成 是 图 9. 14 CO 和 图 9. 14(d) 两 种 
情况 的 全 加 。 


























图 9.14 
Fl 单独 作用 时 [图 9. 14(c)]， 查 表 9- 4@ 有 
(Oy) 一 有 al =2 X10? X 100 1075 X400 1078 
2^5 SEI. 3X210X10 X188X10 * 
一 0. 676X 10 ‘rad 
2 3 
(wen, = BE +a) 3 = (400 107 4-100 1077) 
—8.44X 105m 

Fgh fem [图 9.1400]. 2:38 9 - AQ). 有 

FÉ 1X 10* X (400107)? 














(Ob) p, 0. 253X 10 ‘rad 


16EI. 16 X210X 10° X 188 X10 * 


WHEE) 


Per 


下 ;单独 作用 时 ， 外 伸 部 分 BC 上 无 荷载 ， 仍 为 直线 ， 而 且 (b)e 又 是 一 个 非常 小 的 角 
度 ， 所 以 C 点 的 挠 度 为 
(we x, = One, Xa=—0. 253X 10 * X 100X 10? =—2. 53X 10 5m 
采用 县 加 法 ，F, 、F, 共 同 作用 时 ,主轴 B 截面 的 转角 和 C 截面 的 挠 度 为 
Os = (Øn) r, + (On) r, =0. 676X 107! —0. 253 X10-'=0, 423 X10‘ rad 
| we | =| (weds, + (we) x, |= |8. 44X 1075—2. 53 X 1075 | =5. 91X 107^ m 
由 已 知 条 件 知 : <0] | we | 三 [rwcj 主 轴 满 足 刚度 条 件 。 





9.3.5 梁 的 刚度 条 件 





为 使 梁 安 全 正常 工作 ， 应 使 梁 具 有 足够 的 刚度 ,根据 具体 的 工作 要 求 ， 限 制 梁 的 最 大 
抄 弃 与 跨 长 之 比值 和 最 大 转角 《或 特定 截面 的 抄 度 和 转角 六 不 超过 其 一 规定 的 数值 。 所 
以 ， 梁 索 曲 的 刚度 条 件 为 S 


Ze < [Eh RX " (9. 15) 





式 (9.15) 中 ， [P peenema o ttt [四 是 染 的 许 用 转角 。 

LLL y "eimi Coet, 是 根据 具体 工作 要 求 决定 的 ， 例 如 ， 
cope 1 zl. 

CATA 00 1-3 


在 机 械 制 造 工程 中 ， [F] 

传动 轴 支 庶 处 [0] —0. 0050. 001 rad 

应 当 指出 全 二 般 土 建 工程 中 的 构件 ， 强 度 要 求 如 能 满足 ， 刚 度 条 件 一 般 也 能 满足 。 但 
当 对 构件 的 位 移 限制 很 严 ， 或 按 强度 条 件 设计 的 构件 截面 过 于 单薄 时 ， 刚 度 条件 也 可 能 起 
控制 作用 。 








9.3.6 提高 弯曲 刚度 的 措施 





从 挠 曲线 近似 微分 方程 及 积分 结果 可 以 看 出 ， 影 响 梁 的 变形 的 主要 因素 有 3 个 : 梁 的 
跨度 /， 抗 弯 刚 度 EI 和 所 受 的 荷载 。 所 以 ， 提 高 弯曲 刚度 ， 应 从 以 下 两 个 方面 采取 措施 。 

1. 增加 支承 约束 ， 减 小 梁 的 跨度 

在 可 能 的 条 件 下 ， 尽 量 减 小 梁 的 跨度 是 提高 弯曲 刚度 的 有 效 措施 。 如 我 国 135 系列 柴 
油 机 采用 的 盘 形 组 合 曲轴 的 基本 特点 是 使 盘 形 大 直径 主轴 兼 有 曲柄 臂 的 功能 [图 9. 15(a)]。 
而 ， 大 大 缩短 了 气缸 的 中 心 距 ， 其 轴 向 尺寸 ! 仅 为 曲柄 式 曲轴 [图 9. 15(b)] 相应 部 分 
的 1/3。 不 仅 结构 紧凑 ， 曲 柄 刚度 也 提高 了 40%。 如 果 梁 变形 过 大 而 又 不 允许 减 小 梁 的 长 
度 时 ， 则 可 采用 其 他 结构 ( 栓 架 ) 或 增加 支承 约束 。 如 发 动机 的 凸轮 轴 或 变速 箱 的 传动 轴 等 
的 采用 增加 中 间 支 承 以 提高 弯曲 刚度 的 办 法 (图 9. 16)。 再 如 ,在 链 长 孔 时 安装 尾 架 
(图 9. 17)， 铀 深 孔 时 铀 杆 上 垫 木 块 (图 9. 18)， 以 及 车 长 轴 时 加 顶尖 支承 (图 9. 19)， 车 细 
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长 轴 时 加 中 心 架 或 跟 刀 架 支承 ， 都 是 增加 梁 的 支承 点 。 











图 9.15 


























2. 选择 合理 截面 ， 增 大 梁 的 抗 弯 刚度 

梁 的 弯曲 刚度 EL 与 梁 的 变形 成 反比 。 增 大 梁 的 弯曲 刚度 可 以 减 小 其 变形 。 由 于 各 种 钢 
材 ( 包 括 各 种 普通 碳 素 钢 、 优 质 合金 钢 ) 的 弹性 模 量 E 的 数值 相差 不 多 ， 故 通过 选用 优质 钢材 
来 提高 梁 的 刚度 意义 不 大 。 因 此 ， 主 要 方法 是 增 大 截面 的 惯性 矩 1-。 即 选用 合理 截面 ， 使 
比较 小 的 截面 面积 获得 较 大 的 惯性 矩 来 提高 梁 的 刚度 。 例 如 ， 自 行车 车 架 用 圆 管 代替 实心 
杆 ， 不 仅 增加 了 车 架 的 强度 ， 也 提高 了 车 架 的 抗 索 刚 度 。 再 如 ， 各 种 机 床 的 床 身 、 立 柱 等 多 
采用 空心 薄 壁 箱 形 件 ， 甚 目的 也 正 是 为 了 增加 截面 的 惯性 矩 ， 如 图 9. 20 所 示 。 对 一 些 原来 
刚度 不 足 的 构件 ， 也 可 以 通过 增 大 惯性 矩 的 措施 ,来 提高 其 刚度 。 如 工 字 钢 梁 在 上 、 下 翼 缘 
处 焊接 钢板 (图 9.21) 和 将 薄板 冲压 出 一 些 筋 条 ， 以 提高 其 弯曲 刚度 (图 9. 22). 
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图 9.20 图 9.21 图 9. 22 


| 9. 4 简单 超 静 定 问题 


9.4.1 简单 拉 压 超 静 定 问题 


在 前 面 所 讨论 的 问题 中 ， 结 构 的 约束 反 力 或 构件 的 内 力 均 可 由 静 力 平衡 方程 求 出 ， 这 
类 问题 称 静 定 问题 。 可 是 在 工程 实际 中 ;常常 会 遇 到 另 一 类 问题 ， 即 结构 的 约束 反 力 或 构 
件 的 内 力 未 知 量 个 数 多 于 独立 的 更 力 平衡 方程 数目 ,, 则 不 能 单纯 赁 静 力 平衡 方程 来 求解 。 
这 类 问题 称 为 超 静 定 问题 ; 也 称 静 不 定 问题 。 对 这 类 问题 设 未 知 量 的 个 数 为 s， 静 力 平 稀 
方程 的 数目 为 Xx， W x 





~ STH 
称 为 超 静 定 次 数 (或 静 不 定 次 数 )， 相 应 的 问题 称 = 次 超 静 定 问题 。 
下 面 以 一 个 简单 的 例子 说 明 该 类 问题 的 求解 方法 。 
例 9.10 图 9. 23 所 示 为 一 个 三 杆 机 架 结构 ， 在 节点 A 受到 集中 力 下 的 作用 ， 通 过 受 
力 分 析 知 结构 的 未 知 量 为 三 杆 的 内 力 ( 或 B、C、D 处 的 约束 反 力 )， 以 节点 A 为 研究 对 象 
列 出 静 力 平衡 方程 得 : 














3X-0.  Fwsina—Fw;sing—0. — Fy 一 Rs 
DVY=0,  Fy3+2Fyi cosa—F=0 


显然 独立 的 平衡 方程 数目 只 有 2 个 ， 无 法 解 出 3 个 未 知 量 Pa. Fu. Fus HUS—X 
超 静 定 问题 。 只 依靠 平衡 方程 只 能 够 求 出 内 力 的 合力 。 为 了 求 得 问题 的 解答 ， 必 须 寻 求 静 
力 平衡 方程 之 外 的 补充 方程 。 也 就 是 要 知道 内 力 的 合力 在 3 根 杆 内 的 分 布 规律 。 但 是 力 是 
看 不 见 的 ， 而 变形 则 是 具体 可 见 的 。 所 以 如 果 知 道 了 变形 的 分 布 规律 ， 再 通过 胡 克 定律 ， 
就 可 以 找到 内 力 的 分 布 规律 。 问 题 就 可 以 得 到 解决 了 。 因 此 ， 解 超 静 定 问 题 ， 一 定 要 结合 
3 个 方面 来 求解 : @ 平 衡 方程 ， 加 变形 协调 条 件 ( 变 形 的 分 布 规律 );，@@ 物 理 关系 。 

我 们 来 研究 变形 的 情况 。 设 1，2 杆 的 抗 拉 ( 压 ) 刚 度 相同 ， 则 术 架 变形 是 关于 3 杆 对 
称 的 ， 即 节点 A 将 竖 直 地 移动 到 某 点 Al1，A 点 位 移 AA 也 就 是 杆 3 的 伸 长 Als。 为 了 保 
证 1 杆 变形 后 仍 与 3 杆 在 A AER. VW B 点 为 圆心 ， 杆 1 的 原 长 /cosa 为 半径 作 圆 弧 ， 


Ou 























depo 杆 件 的 变形 与 刚度 计算 


圆 弧 以 外 的 线段 即 为 杆 1 的 伸 长 AL; 。 由 于 变形 很 小 ， 可 用 垂直 于 A B 的 直线 AE 代替 上 
述 弧 线 ， 且 仍 认为 <AA1B 二 a， 则 





Alı =Al; cosa 
这 是 1、2、3 杆 受 力 变形 后 必须 满足 的 变形 关系 ， 否 则 三 杆 将 不 再 铵 接 一 点 ， 结 构 将 
发 生 破 坏 。 由 于 上 述 关系 是 从 变形 协调 角度 考虑 结构 所 需 满足 的 条 件 ， 所 以 通常 称 上 式 为 
变形 谐 调 条 件 ( 方 程 )， 它 是 求解 静 不 定 问题 至 关 重要 的 方程 之 一 。 
上 面 得 出 的 静 力 平 衔 方程 是 各 杆 受 力 之 间 应 满足 的 静 力 平衡 关系 ， 变 形 谐 调 方程 是 各 
杆 变形 之 间 应 满足 的 关系 ， 要 知道 各 杆 力 之 间 应 满足 的 关系 ， 只 要 利用 胡 克 定律 ， 又 称 物 
理 关 系 ， 即 

















Ful Fx Fysls X N 
EA EiAicosa’ ^ EA K 

式 中 A 为 1、2 杆 的 拉 伸 (压缩 ) 刚 度 ，E;As 为 3 杆 的 拉 伸 (压缩 ) 刚 度 ; Ls 5410 
为 1、2 和 3 杆 的 长 度 。 ,ON 

将 物理 关系 代入 变形 协调 方程 有 \ 











Alı 





即 为 静 力 平衡 方程 之 外 的 补充 方程 将 其 与 静 力 平衡 方程 联 立即 可 解 得 

















: “Peos'a F 
2d ) 2cós! ! EA" 2 1 了 2 EA, cos’ 
"mA, SM REAS S 


如 需 进一步 求解 各 枉 应 力 ， 变形， 进行 强度 计算 等 ， 则 与 静 定 问题 的 求解 方法 是 一 
样 的 。 A ) TES 
从 以 上 例 也 可 看 古 ， 超 静 定 问 题 的 求解 是 综合 考虑 静 力 平衡 、 变 形 协调 以 及 物理 等 三 
方面 的 关系 而 求 得 解答 的 ， 这 也 是 与 静 定 问题 求解 的 不 同 之 处 。 

下 面 以 例题 详细 说 明 超 静 定 问题 构件 内 力 的 求解 方法 。 

$19.11. 内 燃 机 的 气 阀 弹簧 和 车 辆 的 缓冲 弹 短 经 常 采 用 双 层 圆 柱 螺旋 弹簧 (图 9. 24) 。 
若 内 弹 得 的 刚度 为 C,， 外 弹簧 的 刚度 为 C;:， 压 力 为 F， 试 求 内 、 外 弹 得 各 自分 担 的 压力 。 





WHE) 


Pere 


解 : 设 内 、 外 弹簧 所 承担 的 压力 分 别 为 FF. PKA 
ZF,=0, Fitk,=F 


为 s=2, n=1, z=s—n=1, MURE —U BAS AE IR] ER 
SE ERE. 07] FaF FF. ARSE RH DUR MAH. 8 


Ai =Az 





























联系 受 力 与 变形 的 物理 关系 应 为 





联 立 求解 以 上 三 部 分 方程 得 ` 
Fy, =F, FO (gu), Fr AS 
i 2 











SEA OR 
可 见 ， 内 、 外 弹簧 所 承担 的 力 15 b SEALER 而 刚度 C, 和 C. 又 与 弹簧 的 尺寸 
和 材料 的 机 械 性 质 等 有 关 。 
$19.12. 在 图 9.25 posti. ii AB 梁 为 刚 村 ， 杆 1、2、3 的 横 截 面 面 积 均 为 
A， 材 料 相同 。 k 


X 





El 9. 25 


试 求 三 杆 的 轴 力 。 
解 : 取 横梁 AB R1. 2, 3 杆 的 部 分 为 研究 对 象 [图 9. 25(c)]， 静 力 平衡 方程 为 
EF,=0, FyitFy2+Fys—F=0 
MMma-—0. 2Fxiat+Fx2a=0 
AMP s=3, n—2. W x 二 s 一 n 二 1， 故 此 题 也 是 一 次 静 不 定 问题 ,有 3 个 未 知 量 
Fy、Fxs、Fxs， 以 上 仅 得 到 两 个 独立 的 平衡 方程 ， 故 还 不 能 求 得 解答 。 
现 考 虑 变形 协调 方面 , 设 在 荷载 下 作用 下 ， 横 梁 移动 到 AB CE 9. 250)], WF 1、 
2、3 的 伸 长 量 分 别 为 Al. Al, NS. Am, RAE 9. 25(b) 可 得 变形 协调 关系 为 




















Alı Al —24l 
联系 受 力 与 变形 的 物理 关系 即 胡 克 定律 为 
Fw Fryal Fvsl 
AL 一 人 下， Ab= pA MEA 


联 立 求解 以 上 三 方面 方程 可 得 
Cn 


OR) 杆 件 的 变形 与 刚度 计算 


E, Feat, Fus 

1 以 上 例题 可 看 出 : 各 杆 的 轴 力 是 拉力 还 是 压力 可 事先 假定 ， 但 与 变形 关系 中 所 反映 
的 杆 件 是 伸 长 还 是 缩短 应 是 一 致 的 。 即 若 假设 为 拉力 ， 则 变形 应 假设 为 伸 长 ， 若 假设 为 压 
力 ， 则 变形 应 假设 为 缩短 。 一 般 假设 杆 件 受 拉 力作 用 ,在 上 题 中 ,经 计算 2、3 杆 的 轴 力 
为 正 值 ， 说 明 其 受 拉 力 ， 变 形 为 伸 长 。 而 1 杆 的 轴 力 为 负 值 ， 说 明 1 杆 实际 受 压 力作 
变形 也 是 缩短 ， 即 与 事先 假设 的 相反 。 

上 述 的 求解 方法 和 步骤 ， 对 一 般 的 超 静 定 问 题 都 是 适用 的 ， 现 总 结 如 下 。 

CD 列 出 更 力 平衡 方程 ， 确 定 超 静 定 次 数 。 

(2) 列 出 变形 协调 条 件 ， 其 数目 应 与 超 静 定 次 数 相等 。 
(3) 列 出 物理 方程 。 

(4) 联 立 求解 以 上 方程 ， 得 到 全 部 未 知 量 。 








Fy 



































9.4.2 简单 超 静 定 梁 


前 面 所 讨论 的 梁 ， 其 约束 反 力 都 可 通过 蓄 力 平衡 方程 求 得 ， 皆 为 静 定 梁 。 在 工程 实际 
中 ， 为 提高 梁 的 强度 和 刚度 ， 或 因 构 造 上 的 需要 ， 往 往 在 静 定 梁 上 增加 1 个 或 几 个 约束 。 
这 时 ， 未 知 反 力 的 数目 将 多 于 平衡 方程 的 数目 ， DI OETA ROR 
aeRO KER. 一 

例如 安 ECA TAAL ERY EF [图 9.26()] I ic e MIU £e P A A E 
[图 9. 260b) ]. SEITH, WUTAN, e T- PO EL RER I n B TR 
紧 [图 9. 27 G0 Jo 在 不 考 虑 水 平方 向 的 支 床 反 力 时 ， 这 相当 于 增加 了 1 AAE [图 
9.27(b)]。 这 时 工件 的 约束 反 力 有 4 个: Fas Fw 、MA 和 Fw。 而 有 效 的 平衡 方程 只 有 3 
个 。 未 知 反 力 数 自 比 平衡 方程 数目 多 出 1 个 ， 这 是 一 次 超 静 定 染 。 
卡 盘 工件 车 刀 WA 





T Iff #7 








A 9.26 A 9.27 


又 如 一 些 机 器 中 的 齿轮 轴 ， 采 用 3 个 轴承 运 支 承 (图 9.28); 厂矿 中 铺设 的 管道 一 般 则 
需 用 3 个 以 上 的 支 座 支承 (图 9. 29), 这些 属 于 静 不 定 梁 。 





| 
st s 28) 











9.28 A 9. 29 


用 变形 比较 法 求解 静 不 定 梁 。 KA 

解 超 静 定 梁 的 方法 与 解 拉 压 超 静 定 问题 类 似 ， 也 需 根据 梁 的 变形 协调 条 件 和 力 与 变形 
间 的 物理 关系 ， 建 立 补充 方程 ， 然后 与 静 力 平衡 方程 联 立 求 解 。 如 何 建立 补充 方程 ， 是 解 
超 静 定 梁 的 关键 。 

在 超 静 定 梁 中 ， Noi HE HARE DH. SHE els 与 其 相应 
的 支 座 反 力 称 为 多 余 约束 反 力 或 多 余 支 座 反 为 、 可 以 设想 ， 如 果 撤 除 超 静 定 梁 上 的 多 余 约 
束 ， 则 此 超 静 定 梁 又 将 变 为 一 个 静 定 梁 >“ 这 个 静 定 梁 称 为 原 超 静 定 梁 的 基本 静 定 梁 。 例 如 
图 9. 30(a) 所 示 的 超 静 定 梁 。 MEDB DEDE E. 将 其 撤除 后 而 形成 的 
MB. [图 9. 30(b)] 即 为 原 超 静 定 梁 的 基本 静 定 梁 。 X 

为 使 基本 静 定 梁 的 受 力 汲 变 形 情况 与 原 超 静 定 梁 完 全 二 致 ， 作 用 于 基本 定 梁 上 的 外 力 
除 原来 的 荷载 外 ， 还 应 新 上 多 余 支 座 反 力 ， 同 时 , 还 要 求 基本 静 定 梁 满 足 一 定 的 变形 协调 
条 件 。 例 如 ， 上 述 的 基本 静 定 梁 的 受 力 情况 如 阁 .9:30Cc) 所 示 ， 由 于 原 静 不 定 梁 在 B 端 有 
TNE, 因此 ， 还 要 求 基本 静 定 梁 在 B 端的 找 度 为 零 ， 即 





E ma 一 0 (9. 16) 

M. 了 此 即 应 满足 的 变形 协调 条 件 ( 简 称 变形 条 件 )。 
0o% AM 这 样 ， 就 将 一 个 承受 均 布 荷载 的 静 不 定 梁 变 换 为 一 
E, 1 个 静 定 梁 来 处 理 ， 这 个 静 定 梁 在 原 荷载 和 未 知 的 多 


余 支 座 反 力 作用 下 ， 也 端的 挠 度 为 零 。 
根据 变形 协调 条 件 及 力 与 变形 间 的 物理 关系 ， 
即 可 建立 补充 方程 。 由 图 9. 30(c) 可 见 ，B 端的 挠 度 
为 零 ， 可 将 其 视 为 均 布 荷载 引起 的 挠 度 wa 与 未 知 
支 座 反 力 Frs 引 起 的 乒 度 war 的 倒 加 结果 ， 即 
ws = wa, + wae 一 0 (9.17) 


由 表 9 -4O MOA 





(9. 18) 


3 
‘ting = Duel (9. 19) 





Ong 


SO 杆 件 的 变形 与 刚度 计算 


式 (9.18) 和 式 (9.19) 即 为 力 与 变形 间 的 物理 关系 ， 将 其 代入 式 (9. 17) ,得 


qt Fel? _ 
E xi ni (9. 20) 


这 就 是 所 需 的 补充 方程 。 由 此 可 解 出 多 余 支 座 反 力 为 





Fre= Žal 


多 余 支 座 反 力 求 得 后 ， 再 利用 平衡 方程 ， 其 他 支 座 反 力 即 可 迎刃而解 。 由 图 9. 15(c)， 梁 
的 平衡 方程 为 





=F,=0, Fu 一 0 
ZF,=0, Fay—ql+Frs=0 





以 Fw 之 值 代 人 上 列 各 式 ， 解 得 
Fa=0, Fa Bus Me ety 
SORE. Wt f He EERE 7] BERI HD EIL. 说 明 各 支 座 反 力 的 方 
向 和 反 力 偶 的 转向 与 所 假设 的 一 致 支 座 反 力求 得 后 ， 即 可 进行 强度 和 刚度 计算 。 


由 以 上 的 分 析 可 见 ， 解 超 静 定 梁 的 方法 是 : 选取 适当 的 基本 静 定 梁 ; 利用 相应 的 变形 
协调 条 件 和 物理 关系 建立 补充 方程 六 然后 与 平衡 方程 联 立 解 出 所 有 的 支 座 反 力 。 这 种 解 超 





























静 定 梁 的 方法 ， 称 为 变形 比较 法 。 求解 超 殉 定 问题 的 方法 撑 有 多 种 ， 以 力 为 未 知 量 的 方法 
称 为 力 法 ， 变 形 比较 法 属于 力 法 中 的 一 种 。 à ( 

解 超 静 定 梁 时 “选择 哪个 约束 为 多 余 约 束 、” a 
JEJE RUE fü. STAR ARCH M AEE ES e 
取 的 多 余 约束 不 同 ， 相应 的 基本 静 定 梁 的 形式 p 
和 变形 条 件 也 随 之 而 异 。 例 如 上 述 的 超 静 定 梁 全 Fur 
[图 9. 31(a)] 也 可 选择 阻止 A 端 转动 的 约束 为 四 
多 余 约束 ， 相 应 的 多 余 支 座 反 力 则 为 力 偶 矩 M. a 
Ma 。 解 除 这 一 多 余 约 束 后 ， 固 定 端 A 将 变 为 固 E 
ERER: 相应 的 基本 静 定 梁 则 为 一 简 支 粱 ， 人 4 D 
其 上 的 荷载 如 图 9. 31(b) 所 示 。 这 时 要 求 此 梁 满 " f P 
足 的 变形 协调 条 件 则 是 A 端的 转角 为 零 ， 即 e 

Oa —04, + Om =0 图 9.31 
由 表 9-4@ 和 G@ 查 得 ， 因 4 和 MA 而 引起 的 























截面 A 的 转角 分 别 为 
3 Ma 
0.7 — er Ou = ca 
将 其 代 人 变形 谐 调 条 件 后 ， 所 得 的 补充 方程 为 
o gi. Mal =0 
24EI.  3EI. 
由 此 解 得 
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Et] 


m=% 


最 后 利用 平衡 方程 解 出 其 他 支 座 反 力 ， 结 果 同 前 。 





$09.13 图 9.32(a) 所 示 为 三 支点 单 潜 吊车 。 梁 长 ! 二 8m， 由 40a 号 工 字 钢 制 成 ， 许 
用 应 力 为 [cj] 二 140MPa， 吊 车 起 重量 为 =100kN， 梁 的 自重 不 计 。 试 按 电 葫芦 行 至 CB 








P 点 时 的 情况 ， 校 核 梁 的 强度 。 


解 : 吊车 梁 的 计算 简 图 如 图 9. 32(b) 所 示 ， 其 上 有 4 个 支 座 反 力 ， 但 只 能 列 出 3 个 平 


衡 方程 ， 故 该 粱 为 一 次 超 静 定 问题 ， 需 要 1 个 补充 方程 。 


(a) 


(d) 


的 变形 条 件 为 、 


xc 一 IF 十 rcR 一 0 
EUIS 


二 
F wp 





D 取 基本 静 定 梁 ， 列 变形 协调 条 件 。 选 取 
C 点 的 支 座 为 多 余 约 东 ,Fe 为 多 余 支 座 反 力 ， 
则 相应 的 基本 静 定 梁 为 二 简 支 粱 。 其 上 受 荷载 F 
MBAR EBA Rect [图 9. 32Cc)]。 相 应 





BO ee Al wa ZDF A Fue dE C 点 引 


coco (0 建立 补充 方程 。 自 表 9 - (RO ER 











Wor 
sus Piel? 
IN, BET. 
SAR cece 和 zem 代 入 变形 协调 条 件 ， 
方程 


6F1/128 


FÈ | Fa? =0 
768EI. 48EI. 
CD 解 出 支 座 反 力 ， 由 补充 方程 解 得 


— 1i 
Fre = a 











再 列 出 平衡 方程 ; 


XF,—0. F4-0 


L 
2 


XF, =0, FA 十 Fec 一 下 十 Fa 一 0 
以 Fac 之 值 代入 解 得 











EMa=0, Frel—F + S Fi à 0 


_13 EET 
Fw —35F, Fa——35F 
其 中 Fh 为 负 值 ,与 原 假设 方向 相反 。 
CD 校 核 强度 ， 作 梁 的 弯 和 矩 图 如 图 9. 17(d) 所 示 ， 最 大 弯 和 矩 在 D 处 ,其 值 为 


dg. Keg esos. 
Mms = Tog Fl Jag * 100 X 10 x8 jg X 10N m 
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| 2 FL 
ABET. [e J-E 


得 补充 


Co 杆 件 的 变形 与 刚度 计算 


由 型 钢 表 查 得 40a 号 工 字 钢 的 抗 索 截面 系数 为 
W, = 1090 X 10*m* 
则 梁 的 最 大 弯曲 正 应 力 为 


My 1 x 13 
TER We 1090 X 10 * ^' 16 


—74. 5MPa<[o]=140MPa 
故 知 梁 满足 强度 条 件 。 
若 吊车 梁 在 C 处 没有 中 间 支 座 ， 为 一 简 支 梁 ， 当 电 葫 芦 行 至 梁 中 点 C 时 ， 梁 在 C 处 
横 截 面 上 的 弯 矩 最 大 ， 其 值 为 














X105 = 74. 5 X 105Pa 





Fl. 100X10* X8 


Mamm oo 7200X10'N* i 
则 梁 的 最 大 应 力 X Na 
rnit atl 
一 183. NA i- À 
这 就 不 能 满足 强度 条 件 了 。 X 


由 此 例 可 见 ， RUIDPAS dE Réf NIA RI > 起 到 提高 梁 强 度 的 作用 ; 同样， 也 能 提 
高 梁 的 刚度 。 但 超 静 定 梁 对 制造 精度 、 、 装配 技术 等 有 较 高 的 要 求 。 例 如 三 支点 梁 的 各 个 支 
座 就 要 求 准确 地 在 一 条 直线 上 ， WARE. HE s 引 起 装配 应 力 。 由 此 例 还 可 以 看 出 ， 如 果 
将 超 静 定 染 多 余 约束 的 作用 取消 ; 将 原 染 作为 一 Ac eon 其 结果 是 偏 于 
安全 的 ， 为 计算 上 的 简化 ， _ 有 时 也 可 做 这 样 的 处 理 
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9-1 何谓 挠 曲线 ?” 挠 曲线 有 何 特点 ? 挠 曲线 与 转角 之 间 有 何 关 系 ? 

9-2 ， 挠 曲线 近似 微分 方程 是 如 何 建立 ? 应 用 条 件 是 什么 ? 关于 坐标 轴 的 选取 有 何 规定 ? 

9-3 何谓 位 移 边 界 条 件 ? 怎样 确定 位 移 边界 条 件 ? 如 何 根据 挠 度 与 转角 的 正 负 判 断 
位 移 的 方向 ”如 何 求 最 大 挠 度 ? 

9-4 梁 的 变形 与 这 和 矩 有 什么 关系 ? 正 弯 和 矩 产 生 正 的 转角 ， 弯 矩 最 大 的 截面 转角 最 
大 ， 弯 矩 为 零 的 截面 转角 为 零 ， 这些 说 法 对 吗 ? 

9-5 怎样 利用 又 加 法 与 之 段 盔 加 法 分 析 梁 的 位 移 ? 

9-6 如 何 建立 梁 的 刚度 条 件 ? 梁 的 合理 设计 应 该 从 哪 几 个 方面 考虑 ? 
































习 题 


9-1 如 图 9.33 所 示 的 平板 拉 伸 试 件 ， 宽 度 "一 29. 8mm, 厚度 h 二 4. 1mm。 在 拉 伸 
试验 时 ， 每 增加 SKN 拉力 ， 测 得 沿 轴 向 应 变 为 s 王 120X10“， 横 向 应 变 s 二 38X10“。 试 
求 试 件 材料 的 弹性 模 量 E KAHH 





WEEE) 


er 


9-2 一 横 截 面 面 积 为 10mmz 的 黄 铜 杆 ， 受 如 图 9. 34 所 示 的 轴 向 荷载 。 黄 铜 的 弹性 
模 量 下 =90GPa。 试 求 杆 的 总 伸 长 量 。 


4—— 
3g ASKN 60kN 9kN kN 
m H »-Jossl.— Im 1.5m 三 到 


图 9.33 图 9.34 
9-3 长 度 !， 厚 度 为 上 的 平板 (图 9.35)， 两 端 宽度 分 别 为 5 和 6， 弹性 模 量 为 E， 
两 端 受 轴 向 拉力 已 作用 ， 求 杆 的 总 伸 长 。 4 
9-4 长 度 为 ! 的 圆锥 形 杆 ( 图 9.36)， 两 端的 直径 各 为 dy Aldo. 弹性 模 量 为 已 ， 两 
端 受 拉 力作 用 ， 求 杆 的 总 伸 长 。 


GF E 


A 9.35 4 A 9.36 





9-5 有 一 两 并 国定 的 钢 杆 ， 其 截面 积 为 A==1000mm” 荷 载 如 图 9.37 所 示 。 试 求 
各 段 杆 内 的 应 力 

9-6 如 图 9， 38 所 示 ; 有 两 个 空心 简 和 - dee. 上 、 下 端 各 有 一 刚 
性 板 与 之 相连 ， 圆 简 与 圆柱 材料 的 弹性 模 量 分 别 为 Ei. 、E;， 如 此 两 个 简 与 柱 受 轴 向 荷载 
玉 作 用 ， 两 个 简 和 柱 产生 相同 的 变形 ， 试 求 空心 简 和 空心 柱 横 截 面 上 的 应 力 。 





图 9.37 图 9.38 


9-7 设 AB 为 刚性 杆 ， 在 A Shy Bae. TF AB rH RET EB 与 铜 杆 CD 吊 起 ， 如 图 
9. 39 所 示 。 杆 CD 的 长 度 为 lm, FF EB 的 长 度 为 2m。 杆 CD 的 横 截 面积 为 500mm*， 杆 
EB 的 横 截 面积 为 250mmz 。 试 求 各 竖 杆 的 应 力 与 钢 杆 的 伸 长 。 铜 杆 的 E=120GPa, EF 
的 E=200GPa, 


9-8 Zh ABCA 9. 40)， 承 受 均 布 外 力 偶 矩 到 的 作用 ， 试 导出 该 杆 刀 端 扭转 角 
多 的 计算 公式 。 


Cn 

















woe 杆 件 的 变形 与 刚度 计算 





DIA di, da, KEH Le WREAK IIE m IOTERE O [f 
下 ， 轴 的 总 扭转 角 。 BADHI 1 


9-10 根据 荷载 及 支承 情况 ， 画 出 图 9.42 Bra APR 

挠 曲线 的 大 致 形状 。 MN 图 9.41 
9-11 用 积分 法 求 如 图 9. 42 RAH CET H AO h 

转角 方程 和 挠 曲线 方程 ， 并 求 A 截面 的 转角 和 CC 截面 的 搁 度 。 


Si 





rt 
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图 9. 42 


9-12 用 积分 法 求 图 9. 43 所 示 各 梁 的 挠 曲线 方程 时 ， 要 分 几 段 积分 ? 根据 什么 条 件 
确定 积分 常数 ?图 9. 44(b) 中 梁 右 端 支承 于 弹簧 上 ， 其 弹簧 常数 为 c。 


q | q I 
c B D A C B D 
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9-13 试用 三 加 法 求 图 9. 44 STARE SAD EEE we AA PUT PESE wr o 
9-14 THERE 9. 45 所 示 外 伸 梁 外 伸 端 的 挠 度 和 转角 。 
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9-15 用 县 加 法 求 图 9. 46 所 示 阶 梯 悬 臂 梁 自由 端的 挠 度 mas 。 

9-16 如 图 9.47 rk. 直角 拐 AB AC 轴 刚 性 连接 、A 处 为 一 轴承 ,允许 AC 轴 
的 端 截 面 在 轴承 内 自由 转动 ， 但 不 能 上 下 移动 。 ÉA R=60N, E=210GPa, G—0. 4E, 
试 求 截面 B 的 重 直 位 移 。 
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9-17 如 图 9.48 所 示 ， 一 等 截面 直 梁 的 EI 已 知 ， 梁 下 面 有 一 曲面 , 方程 为 y 二 一 Ax。 
欲 使 梁 变 形 后 刚好 与 该 曲面 密 合 (曲面 不 受 力 )， 梁 上 需 加 什么 荷载 ? 大 小 、 方 向 如 
何 ? 作用 在 何 处 ? 


P 9-18 简 支 梁 如 图 9. 49 rz. 36 EWEA, BOR 

j I— — A 点 的 水 平 位 移 ( 提 示 : 可 认为 轴线 上 各 点 ， 如 已 点 ， 
Xo “在 变形 后 无 水 平 位 移 ) 。 

9-19 如 图 9.50 所 示 ， 桥 式 起 重 机 的 最 大 荷载 为 

图 9.48 下 一 20kN。 起 重 机 大 梁 为 32a TF, E=210GPa, (= 


。 校 核 大 梁 的 刚度 。 
































8.76m， 许 用 刚度 为 [ww] 一 5 所 














DÀ 


RE 杆 件 的 变形 与 刚度 计算 
。 当 扳手 





9-20 弹簧 扳手 的 主要 尺寸 及 其 受 力 简 图 如 图 9. 51 所 示 ， 材 料 E=210GPa 
， 试 求 C 点 (刻度 所 在 处 ) 的 挠 度 。 
的 示意 图 如 图 9. 52 所 示 ， 轴 的 外 伸 端 长 度 为 100mm. Aij 
下 ,二 600N,， 下 ,二 200N。 试 求 主轴 外 伸 端 的 总 挠 度 。 





产生 200N * m 的 力矩 时 
9-21 磨床 砂轮 主 
间 的 距离 /—350mm, E=210GPa 


Tr 
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馆 视 图 
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318 
受 力图 


图 9.51 
9-22 如 图 9.53 所 示 ， 滚轮 在 吊车 染 上 滚动 。 若 要 
使 滨 轮 在 梁 上 恰好 成 一 水 平 路 径 。 问 需要 把 当先 恋 成 什么 


形状 [用 w=/(zx) 的 方程 式 表达 ]， 才 能 达到 此 要 求 
9-23 试 求 如 图 9.54 所 示 各 庚 的 支 座 反 力 、 HES 


TAN BI A : 





ARIS, 
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A 9.54 
件 的 弹性 模 量 E=200GPa, 4 JIE 


9-24 在 车 床上 加 工 工件 ， 已 知 工 从 
径 向 力 下 =360N; 工件 的 尺寸 如 图 9. 55 所 示 。 问 
CD 按 图 9. 55(a) 方 式 加 工时 ， 因 工件 变形 而 引起 的 直径 误差 为 多 少 ? 

WEEE) 








Pere 


(2) 如 在 工件 自由 端 加 上 顶尖 后 ， 按 车 刀 行 至 工件 中 点 时 考虑 [图 9. 55(b)]， 这 时 
工件 变形 而 引起 的 直径 误差 又 为 多 少 ? 
(3) 两 者 误差 的 百分比 为 何 ? 








(a) (b) 
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教学 目标 ， 


E dig 接着 讨论 广义 胡 克 定律 和 应 变 能 密度 ， 最 
后 介绍 工程 中 常用 的 强度 理论 ， 并 应 用 强度 理论 建立 复杂 应 力 状 态 下 的 强度 条 件 。 通 过 本 
章 的 学 习 ， 应 达到 以 下 目标 。 
(OD 理解 一 点 应 力 状态 、 主 应 力 和 主 平面 、 单 元 体 等 基本 概念 ， 熟 练 掌握 单元 体 的 截 
取 方 法 及 其 各 微 面 上 应 力 分 量 的 计算 方法 。 
(2) 掌握 用 解析 法 和 图 解法 计算 平面 应 力 状态 下 任意 斜 截面 的 应 力 、 主 应 力 和 主 平 面 
的 方位 。 


(3) 掌握 广义 胡 克 定律 及 其 应 用 ， 了 解 材料 常见 的 两 种 破坏 方式 ， 以 及 理解 四 种 常见 
的 强度 理论 。 


教学 要 求 


知识 要 点 能 力 要 求 











应 力 状态 面 上 应 力 分 量 的 计算 











强度 理论 














Pere 
È nuns 


应 力 状 态 、 单 元 体 、 主 应 力 、 主 平面 、 应 力 圆 、 脆 性 断裂 、 塑 性 届 服 、 变 形 比 能 、 
形状 改变 比 能 、 体 积 改 变 比 能 、 强 度 理 论 、 相 当 应 力 


|10. 1: x 


10.1.1. 一 点 处 的 应 力 状态 DA 


前 面 ， 在 研究 轴 向 拉 伸 (或 压缩 )、 扭 转 、 弯曲 等 基本 变形 构件 的 强度 问题 时 ， 主要 分 





析 了 杆 件 横 截 面 上 的 应 力 情况 ， 因 为 横 截 面 是 一 个 特殊 的 蕉 面 ， 考 虑 杆 件 的 尺寸 是 以 横 截 
面 尺 寸 来 衡量 。 另 外 ， 像 铸铁 的 拉 伸 、 低 碳 钢 的 扭转 都 是 在 横 截 面 发 生 破坏 的 。 因 此 ， 分 
析 横 截面 上 的 应 力 对 解决 强度 问题 是 必要 的 ,然而 在 某 些 情况 下 ， 材 料 的 破坏 并 不 是 沿 横 
截面 。 例 如 ， 在 拉 伸 试验 中 ， 低 碳 钢 屈服 时 在 与 轴线 成 约 45 方向 出 现 滑 移 线 ; 铸铁 圆 杆 
扭转 时 ， 沿 约 45" 螺 旋 面 断裂 。 上 述 现象 表明 ， 杆 件 的 破坏 还 与 斜 截面 上 的 应 力 有 关 。 为 





了 全 面 地 分 析 强 度 问题 
面 上 的 应 力 进行 分 析 。 vA 
在 基本 变形 情况 下 \、 杆 件 横 截 面 的 危险 点 处 只 有 一 “种 应 力 ( 正 应 力 或 切 应 力 )， 它 与 斜 


， b^ a dU. 还 必须 对 各 个 不 同方 向 的 斜 截 


截面 上 的 应 力 具有 唯一 的 定量 关系 。 因 此 ， 即 使 破坏 不 沿 横 截 面 ， 按 横 截 面 计 算 的 工作 应 
力 及 测 得 的 破坏 极限 应 力 所 建 立 的 强度 条 件 仍然 成 立 。 然 而 ， 在 一 般 情况 下 ， 受 力 构 件 内 
截面 上 的 一 点 处 既 有 正 应 力 ， 又 有 切 应 力 ( 如 对 称 弯曲 中 ， 构 件 横 截 面 上 距 中 性 轴 为 某 一 
距离 的 任 一 点 处 ) N 








建立 强度 条 件 ， 

















坏 规律 。 


而 需 综合 


这 类 点 的 应 力 进 行 强度 计算 ， 则 不 能 分 别 按 正 应 力 和 切 应 力 来 
合 考虑 正 应 力 和 切 应 力 的 影响 。 这 时 ， 除 全 面 研 究 该 点 不 同方 位 截 





看 上 的 应 力 外 (例如 求 出 最 大 正 应 力 与 最 大 剪 应 力 )， 还 应 研究 材料 在 复杂 应 力作 用 下 的 破 





受 力 构件 内 一 点 处 不 同方 位 截面 上 应 力 的 集合 (也 即 通过 一 点 所 有 不 同方 位 截面 上 应 
就 称 为 该 点 的 应 力 状 态 。 本 章 研究 有 关 应 力 状态 的 理论 ， 以 及 材料 在 复 
杂 应 力作 用 下 的 破坏 规律 即 所 谓 的 强度 理论 。 


力 的 全 部 情况 )， 

















10.1.2. 单元 体 的 概念 





为 了 描述 一 点 的 应 力 状态 ,通常 是 围绕 该 点 作 一 个 微 六 面体 ， 当 六 面体 在 三 个 方向 的 





度 趋 于 无 穷 / 











\ 时 ， 六 面 


体 便 趋 于 所 考察 的 点 。 这 时 的 六 面体 称 为 微 单元 体 ， 简 称 为 单元 





尺 
体 。 由 于 单元 体 的 各 边 长 是 微小 的 ， 所 以 ， 每 个 面 上 的 应 力 都 可 以 认为 是 均匀 分 布 的 ， 而 
且 认 为 在 相互 平行 的 两 个 面 上 的 应 力 等 值 而 反 向 。 当 单元 体 各 面 上 的 应 力 已 知 时 ,就 可 以 





应 用 截面 法 求 得 过 该 点 的 任意 方位 面 上 的 应 力 。 进 而 ,还 可 以 确定 这 些 应 力 中 的 最 大 值 和 





BY MAUR E E 


On 


] 的 作用 面 。 








因此 ， 一 点 的 应 力 状态 可 用 围绕 该 点 的 单元 体 及 其 各 面 上 的 应 





第 10 量 。 应 力 状态 与 强度 理论 


力 描述 。 
在 截取 单元 体 时 ， 应 尽量 使 各 面 上 的 应 力 容易 确定 。 例 如 ， 对 于 轴 向 拉 伸 杆 内 的 点 
A. WE 10. 1(a)， 可 围绕 点 A 分 别 用 三 对 无 限 靠近 的 横 截 面 、 水 平和 铬 垂 纵向 截面 截取 


一 单元 体 。 已 知 左 、 右 两 覃 截面 上 的 正 应 力 为 一人， 其 他 两 对 截面 上 没有 应 力 ， 故 点 A 


处 的 应 力 状态 如 图 10. 1(b) 所 示 。 又 如 圆 轴 扭转 时 ， 若 在 圆 轴 表 面 A 点 处 截取 单元 体 ， 如 
图 10. 2(a) 所 示 ， 则 在 垂直 于 轴线 的 平面 上 有 切 应 力 r， 再 根据 切 应 力 互 等 定理 ， 在 通过 
直径 的 平面 上 也 有 大 小 相等 正 负 号 相反 的 切 应 力 ， 故 其 应 力 状态 如 图 10. 2(b) 所 示 。 
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图 10.1 TAN B] 10.2 


10. 1.3 devi ncc 


对 FRM. HOR wr ORONT, 其 各 面 上 的 应 力 是 不 同 的 。 
若 单元 体 某 一 面 芋 的 剪 应力 等 于 零 ， 则 称 该 面 为 主 平面 。 主 平面 上 的 正 应 力 称 为 主 应 力 。 
根据 剪 应 力 互 等 定理 ， 当 单元 体 某 个 面 的 剪 应 力 为 零 时 ， 与 之 垂直 的 另 两 个 面 的 剪 应 力也 
同时 为 零 ， 即 全 个 主 平面 是 相互 垂直 的 ， 因 而 对 应 的 三 个 主 应 力也 是 相互 垂直 的 。 主 应 力 
通常 用 ol 、os、Gs 表 示 ， 且 按 代数 值 的 大 小 排列 ， 即 oos ns 




















10.1.4 应 力 状态 的 分 类 





根据 一 点 的 应 力 状态 主 应 力 不 为 零 的 数目 ， 可 将 应 力 状态 分 为 三 类 : 三 个 主 应 力 中 只 
有 一 个 不 等 于 零 ， 称 为 单 向 应 力 状态 ; 若 有 两 个 主 应 力 不 等 于 零 ， 称 为 二 向 或 平面 应 力 状 
态 ; 若 三 个 主 应 力 皆 不 等 于 零 ， 称 为 三 向 或 空间 应 力 状态 。 二 向 和 三 向 应 力 状态 统称 为 复 















































| 加 . 2 平面 应 力 状态 的 应 力 分 析 





工程 上 许多 受 力 构 件 的 危险 点 都 是 处 于 平面 应 力 状 态 。 平 面 应 力 状态 下 的 应 力 分 析 ， 
就 是 由 单元 体 各 面 上 的 已 知 应 力 分 量 来 确定 其 任 一 斜 截面 上 的 未 知 应 力 分 量 ， 从 而 进一步 
确定 过 该 点 的 主 平面 和 主 应 力 。 


























SSE 
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10.2.1 任意 斜 截面 上 的 应 力 


设 一 平面 应 力 状态 如 图 10. 3(a) 所 示 ， 已 知 与 工 轴 垂 直 的 两 平面 上 的 正 应 力 为 c*， 切 
MAA c: 与 y 轴 垂直 的 两 平面 上 的 正 应 力 为 cv， 切 应 力 为 rm%; 与 = 轴 垂 直 的 两 平面 上 无 
应 力作 用 。 现 求 此 单元 体 任意 平行 于 轴 的 斜 截面 上 的 应 力 。 
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图 10.3 





为 简便 起 见 ， 此 种 应 力 状 态 常 以 图 10. 3(b) 所 示 的 方式 表示 。 如 将 单元 体 沿 斜 截 F 
BC 假想 地 截 开 ， 并 设 斜 截面 BC 的 外 法 线 与 x 轴 间 的 夹 角 为 a [图 10.3(b)]， 简称 为 a 
截面 ， 并 规定 从 x 轴 到 外 法 线 n 逆 时 针 转 向 的 方位 角 a 为 正 。a 截面 上 的 应 力 可 分 解 为 垂 
直 于 该 截面 的 正 应 力 和 作用 线 位 于 该 截面 的 切 应 力 ， 并 分 别 以 66 和 < 表示 [图 10.3(c)]。 
对 应 力 正 负 号 的 规定 仍 与 以 前 相同 ， 即 正 应 力 a 以 拉 应 力 为 正 ， 压 应 力 为 负 ; 切 应 力 c VA 
其 对 单元 体内 任 一 点 的 矩 为 顺 时 针 转 向 者 为 正 ， 反 之 为 负 。 按照 上 述 符号 规定 ,在 
&| 10. 3(a) f o, , o Fl c RAVE. ifl AK. 
现 取 槐 形体 ABC 为 研究 对 象 ， 通 过 平衡 关系 来 求 斜 截面 上 的 应 力 。 设 斜 截面 BC 的 
面积 为 dA， 则 侧面 AB 和 底面 AC 的 面积 分 别 为 dAcosa 和 dAsine。 将 各 平面 上 的 应 力 乘 
以 其 作用 面 的 面积 后 ， 可 得 作用 于 模 形 体 ABC 上 的 各 力 如 图 10. 3(d) 所 示 。 考 虑 模 形 体 
ABC 的 平衡 ， 以 斜 截面 的 法 线 n 和 切线 t 为 参考 轴 ， 由 平衡 方程 ,得 
XF,—0. mdA 十 (cdAcosa)sina 一 (cdAcosa)cosa 十 
(rdAsina)cosa 一 (avdAsina)sina 一 0 
MF —0. 1,dA—(z,dAcosa)cosa— (c, dAcosa) sina + 
(c, dAsina) sina - Co, dA sina) cosa —0 


依 切 应 力 互 等 定理 ,z, 与 +, 在 数值 上 相等 [其 指向 如 图 10. 3(c) 所 示 ]。 据 此 ， 即 可 得 
GUE/ 










































































Rio HAKSSBRBE 
平面 应 力 状态 下 任 一 斜 截 面 (a 截面 ) 上 的 应 力 分 量 为 : 
Eas y A cosa — r, sin2a (10.1) 














Oa 


Or Oy 
TQ = 


这 样 ， 在 平面 应 力 状 态 下 ， 只 要 知道 一 对 互相 垂直 面 上 的 应 
H o. oy flc... HEAT VARESE. 1) 和 式 (10. 2) 求 出 o 为 任意 值 
时 的 斜 截面 上 的 应 力 m 和 r。 ii 
例 10. 1. 已 知 应 力 状态 如 图 10. 4 所 示 ， 试 计算 截面 m— 
m EWEMJ e, 596 EI tno 
fA: 由 图 可 知 , x. y 截面 的 应 力 分 别 为 
0,77 —100MPa. o,=50MPa, c, — —60MPa 
而 截面 m—2m 的 方位 角 则 为 
a =— 30° 
将 上 述 数据 代入 式 (10. 1) 与 式 (10. 2)， 得 


—190-130 100 os( 60*) + 60sin(— 60°) =— 114. 5MPa 





sin2a + z,cos2a (10. 2) 








图 10.4 











On 


Tn -E 60°) — 60cos( 609. = 35. 0MPa 
Ur x N * NE 
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10.2.2 应 力 圆 
由 式 (10. Dfii C10. 2) 可 以 看 出 ， 对 二 不 确定 点 而 言 ， c, Fl cE a 的 函数 ， 也 即 c. 
和 +。 均 以 2a 为 参 变量 ， 因 而 0 与 +。 间 一 定 有 某 种 确定 的 函数 关系 。 从 式 (10.1) 和 式 
(10. 2) 消 去 参 变 量 24， 即 得 


(s. ato) y (25%) 起 


由 上 式 可 见 ， 当 斜 截面 随 方位 角 a 变化 时 ， 其 上 的 应 力 上 、z 在 c 一 z 直 角 坐标 系 内 的 轨 























迹 是 一 个 圆 ， 其 圆心 位 于 横 坐 标 轴 (c 轴 ) E. HEBER SS. FRA (2 7A) +i. 


如 图 10.5 所 示 。 该 圆 习惯 上 称 为 应 力 圆 ， 或 称 为 莫 尔 
(O. Mohr) 应力 圆 。 

下 面 讨论 若 已 知 一 个 单元 体 上 的 应 力 分 量 w、m 和 、 
c, [图 10.6(Ca)]， 如 何 绘制 其 应 力 圆 。 在 直角 坐标 系 o— c 
内 ， 按 取 定 比例 尺 ， 在 横 轴 上 量 取 OB, —o.. OB: —o,. 
在 Bl 、B; 处 分 别 做 o 轴 的 垂 线 , FEB, D =r B,D, = 
ty。 应 该 注意 的 是 ，o,;、zt,、o,、t 均 为 代数 量 , 例如 此 处 
Ory Oys TBA IEA, ER o 轴 的 右 侧 或 = 轴 的 上 方 量 取 ; 
Ii cy NRE. ETE = 轴 的 下 方 量 取 。 连 接 Di 、Z 两 点 与 c 
轴 交 于 C 点 。 以 C ON B. CD, GE CD ) 为 半径 作 圆 

















| 
ul unns 


[图 10. 6(b)]。 下 面 证 明 如 上 所 作 的 圆 便 是 图 10.6(a) 所 示 单 元 体 的 应 力 圆 





ay 




















证 明 PA 

- OB;—OB 
因为 OC-OB;--E;C. CB, E CERE 
所 以 OC =o, +% 








， 所 作 贺 的 圆心 C oa He, 0). 
所 作 贺 的 贺 半 径 为 7 "^m 
CD; -Cb;- /CE FD; iy S ;2) + 


SEU 所 人 加 的 加 心 坐标 SHE EI DSL 与 半径 ， 因 而 该 圆 便 是 应 
力 圆 。 , 




















TINNE, 如 欲求 a 截面 的 应 力 ， pom CD, 沿 方位 角 a 的 转向 旋转 2a. 
即 转 至 CE 处 ， 所 得 已 点 的 横 、 纵 坐标 oz、rz 即 分 别 代表 该 截面 的 正 应 力 oc。 和 前 应 力 zx， 
现 证 明 如 下 。 





og = OC + CEcos(2a, + 2a) = OC + CD; cos(2a, + 2a) 




















= OC + CD, cos2a,cos2a — CD sin2a, sin2a (a) 
gs — pZ 2 2: cos2g — c, sin2a 
Tt, = CEsin(Za, + 2a) = CD, sin(2a; + 2a) 
= CD sin2acos2a + CD) cos2a sin2a (b) 
= t,cos2a + 2: gj "sina 


将 式 (a) 、 式 (b) 分 别 与 式 (10. D, RAO 2) 比 较 ， 可 见 
Og — 60.5 Tg — t, 
ROME T E RAS EIC ZR c 轴 夹 角 为 a 的 斜面 上 的 应 力 。 由 此 可 见 ， 应 力 贺 
上 的 点 与 单元 体 上 的 面 存在 一 一 对 应 关系 ， 其 对 应 原则 为 圆 上 一 点 ， 体 上 一 面 ; 直径 两 
端 ， 垂 直 两 面 ; 点 面 对 应 ， 基 准 一 致 ， 转 向 相同 ， 转 角 两 倍 。 
例 10.2 图 10.7(a) 所 示 单 元 体 ，c 一 100MPa，r， 20MPa, 5, —30MPa. t, 


On 




















第 10 量 。 应 力 状态 与 强度 理论 
20MPa， 试 求 a 二 40" 斜 截面 上 的 正 应 力 与 前 应 力 。 


T 





430 D(Oye Taf) 
20 


| e 40 
- »-100 
T [Ino MPa 9 


(a) (b) 
图 10.7 


解 : 在 oz 平 面 内 ， 按 选 定 的 比例 尺 ， 由 坐标 (100， Ru. 20) 分 别 确定 A、 
B. 然后， 以 AB 为 直径 画 圆 ， 即 得 相应 的 应 力 圆 ， 如 图 0， ,7(b) 所 示 。 
为 了 确定 a 截面 上 的 应 力 ,将 半径 CA BI SERIE 2 80° CD 处 ， 所 得 
点 即 为 e 截面 的 对 应 点 。 
按 选 定 的 比例 尺 ， 量 得 OF 一 91MPa，FD 一 Si. 由 此 得 a 截面 的 正 应 力 与 剪 应 力 
分 别 为 E 
ow = - stir Tw = 31MPa 


BA (30.20) 




















1.2.3 vss x 


如 图 10. SDR WAIL A, A; ey eae 即 A, 、A: 两 点 所 对 应 的 面 上 
的 前 应 力 为 零 。 Wut. 这 两 点 所 对 应 的 面 为 主 平面， 而 其 横 坐 标 分 别 为 主 应 力 oy 和 os。 由 
Kin. Ai. NG 点 的 横 坐 标 分 别 为 > 
OA; = OC+CA;, OA, =OC—CA, 


式 中 ，OC 为 应 力 圆 圆 心 的 横 坐 标 ，CA, 为 应 力 圆 半 径 。 于 是 ， 可 得 两 主 应 力 值 为 


























a — l6, +0,) +4 f a) dg (10.3) 
a= lo, +0,)—+ /G,—a, +48 (10.4) 
= Gba) — o . 


值得 注意 的 是 ， 式 (10. 3) 和 式 (10. 4) 将 两 个 主 应 力 标 为 mc 、 亚 是 就 图 10.6(b) 的 情况 
来 说 的 。 在 每 一 具体 情况 下 应 根据 它们 以 及 数值 为 零 的 那个 主 应 力 按 代数 值 来 标示 。 例 如 
T8 o, =40MPa, o, 20MPa. z,— —20MPa. Jill ris C10. 3) 5 5X C10. 4) 求 得 的 两 个 主 应 
FANE o: =46MPa, o ——26MPa, 53 — IW 7339 02 —0. 

现在 来 确定 主 平面 的 位 置 。 从 图 10. 6(b) 可 见 ， 从 应 力 圆 上 代表 工 截 面 上 应 力 的 点 Di 
到 代表 主 应 力 ao 的 点 Al 所 夹 的 圆心 角 人 D1CAl 二 2a。， 上 且 为 负 值 ， 故 有 


D, B, Tr 
CB; 1 
2 




















tan(— 2a) (10. 5) 


(o, — oy) 


WHE) 


| 
sl s 2 版 ) OO E 


从 而 解 得 表示 主 应 力 所 在 主 平面 位 置 的 方位 角 为 
2r. ) 
由 于 AiA; 为 应 力 圆 的 直径 ， 因 而 ，o; 主 平面 与 o 主 平面 相 垂 直 。 
例 10.3 已 知 单元 体 的 应 力 状态 如 图 10. 8(a) tas. o; =40MPa, o, = — 60MPa, 
rw 二 一 50MPa 试 求 主 应 力 ， 并 确定 主 平 面 的 位 置 。 























2a, = arctan(— 





























mies VAN 


解 : (1) 作 应 力 圆 。 按 选 定 的 比例 尺 ， 以 ic 二 MPa， ta =—50MPa 为 坐标 ， 确 定 D 
点 s Wo =—60MPa, ty —50MPa 为 坐标 ， 确定 D' 点 。 连 接 D 和 D' 点， 与 横 坐标 轴 交 于 
C 点 。 以 C 为 圆心 ， 以 CD 为 半径 作 应 力 风 3 如 图 10.8 (b) 所 示 。 
D REDARE TMA EN “在 图 10.8 iu E E. A Al By SiS FR AI gs BI 

为 主 应 力 值 ， BEBE CIN f 


n x an = = 60. 7MPa, oA o =— 80. 7MPa 


这 里 另 END oi =0 0, N 

mo" df 点 至 Al m FLZDCA, —2a, =45°, V, 在 单元 体 
ve MA a MEORE THU as — 22. 5"， 确 定 了 wm 所 在 主 平面 的 法 线 。 而 D EB AHN 
时 针 方 向 ， 和 DCB 二 135"， 所 以 ， 在 单元 体 中 从 xz 轴 以 顺 时 针 方向 量 取 ao 二 67.5"， 从 而 
确定 了 os 所 在 主 平面 的 法 线 方向 。 

例 10.4 利用 应 力 圆 定性 讨论 图 10. 9Ca) 所 示 1. 2. 3 点 的 应 力 状 态 。 











\ 

















-— 
"EE LF TH 
=r 
(a) 
a ar 
D 
i a $5- « 
D' D 
(b) 
A 10.9 


解 : 1 点 的 应 力 状态 是 纯 剪 切 应 力 状态 。 根 据 单元 体 以 ac 为 法 线 的 截面 上 的 应 力 情况 


On 


第 10 恒 。 应 力 状态 与 强度 理论 


o,=0. zt 二 rt 在 坐标 系 中 确定 的 DD 点 在 = 轴 上 ， 而 根据 以 y 轴 为 法 线 的 截面 上 应 力 o, 二 0， 
一 + 确 定 的 D' 点 也 在 + f E. [EOS IA (A. D 与 D' 的 连 线 与 轴 交 于 原点 O， 以 O 为 

was ， 以 OD( 或 OD ) 为 半径 ， 作 出 应 力 圆 如 图 10. 9(b) 所 示 。 由 此 可 见 ， 该 应 力 圆 的 特点 
是 应 力 圆 圆心 与 坐标 系 原 点 重合 。 从 图 10. 9(b) 看 出 : 
oi T. 0; —0. os f$ Cut 

对 于 2 点 的 应 力 状 态 ， 同 样 根据 o. =o, coc. TERRA PIE D 点 ， 而 根据 o, =0, 
忒 二 一 rt 确定 的 D' 点 在 t 轴 上 ， 连 接 DD' 交 so 轴 于 C 点 ,以 C 为 圆心 ， 以 CD 为 半径 ， 作 
出 应 力 圆 如 图 10. 9(c) 所 示 。 可 见 ， 该 应 力 圆 的 特点 是 应 力 圆 总 是 与 + 轴 相 割 ， 故 必然 有 
5,770. 0 二 0， 0; 达 0。 根 据 式 (10. 3) 和 式 (10.4)， 求 得 三 个 主 应 力 分 别 为 : 


























nett [($) t^: aaa K> 
3 点 的 应 力 状态 是 单 向 应 力 状态 ，m =o o 70. n 
(d) 所 示 。 其 特点 是 该 应 力 圆 与 + 轴 相 切 。 HK] 
例 10.5 分 析 如 图 10. 1 cE A 力作 用 面 ， 说 明 铸铁 圆 试 件 所 


转 破坏 的 主要 原因 。 





0， 作 出 应 力 圆 如 图 10.9 











10. 10 


解 : 圆 轴 扭 转 时 ， 其 上 任意 点 的 应 力 状态 为 纯 剪 切 状态 ， 在 圆 轴 表面 各 点 的 剪 应 力 最 

大 ， 其 值 为 
dedi: 
W, 

围绕 圆 轴 表 面 的 点 A 取 单元 体 ， 单 元 体 上 各 面 的 应 力 如 图 10. 10(b) 所 示 。 令 o, —0. 

5,70. =r, MHARA. DARAD. 2) 得 单元 体 任意 斜 截面 上 的 应 力 : 
6, =—rsin2a, cz, =rTcos2a 

当 um 一 45"， 压 应 力 最 大 ， 其 值 为 一 r， 剪 应 力 为 零 ; 

当 m 王 一 45"， 拉 应 力 最 大 ， 其 值 为 *， 剪 应 力 为 零 。 

以 上 结果 表明 ， 在 与 圆 轴 轴 向 成 45 方向 面 上 ， 主 应 力 的 绝对 值 相等 ， 都 等 于 前 应力 
zr， 但 一 为 拉 应 力 ， 一 为 压 应 力 。 试 验 结果 表明 铸铁 圆 试 件 扭转 时 ， 是 沿 着 最 大 拉 应 力作 
用 面 (最 大 主 应 力 所 在 的 主 平面 连 成 倾角 为 45 的 螺旋 面 ) 断 开 的 。 因 此 ， 可 以 认为 这 种 破 
坏 是 由 最 大 拉 应 力 引 起 的 。 





























WE) 


Pere 


| 10. 3 空间 应 力 状 态 简介 


受 力 物体 内 某 点 处 的 应 力 状 态 ， 如 果 三 个 主 应 力 均 不 为 
=, 即 为 空间 应 力 状态 。 对 构件 内 危险 点 处 进行 强度 分 析 ， 
常常 需要 确定 其 最 大 正 应 力 和 最 大 切 应 力 。 如 果 某 点 处 的 三 
个 主 应 力 o1、o:、G; 均 为 已 知 ， 如 图 10. 11 所 示 ， 为 分 析 该 点 
处 的 最 大 正 应 力 和 最 大 切 应 力 ， TAA 这 实际 上 
是 平面 应 力 圆 的 推广 。 

如 图 10. 1260 BOR Max. Cems oH. 考虑 
截 出 部 分 三 :棱柱 体 的 平 衔 \ 显然 ， 沿 a 方向 自然 满足 平 稀 
图 10.11 条 件 ， 故 平行 于 m 诸 斜面 上 的 应 力 不 受 的 影响 ， 只 与 

o. 0H X. 由 ossis SE K ME 71 BUR E A 4E RE — AOA 

横 坐 标 表示 平行 于 o 的 某 个 斜面 上 的 正 应 力 和 切 应 力 。 同 理 ， 由 o os f at AY I 71 
表示 平行 于 ofer d ER JH B6. Hoo woz 确定 的 应 力 圆 表 示 平 行 于 o CT E HR 
应 力 情况 。 这 样 作出 的 三 个 圆 [图 10. 12 050 ] 通常 称 为 三 向 应 力 圆 或 空间 应 力 状态 
的 应 力 圆 。 xX A 













































10. 12 


进一步 分 析 可 以 证 明 ， 除 上 述 三 组 平面 外 ， 在 与 三 个 主 应 力 都 不 平行 的 任意 斜 截面 上 

















ÀJ]. TE o—c 坐标 平面 上 所 对 应 的 坐标 必 位 于 三 个 应 力 圆 围 成 的 区 域内 ， 即 图 10. 12 
(b) 中 阴影 线 部 分 。 由 此 可 见 ， 空 间 应 力 状 态 下 的 最 大 和 最 小 正 应 力 为 
Omax 一 01 + Omin 703 (10. 6) 
图 10. 12(b) 中 夯 阴 影 线 的 部 分 内 , Co SONA BE. DA IH n. os 

所 确定 的 应 力 圆 半径 ， 即 


(2007777 














LI HAKoS BEM 


te (10.7) 


由 于 人 Gi 点 在 由 ol 和 os 所 确定 的 圆周 上 ， 此 圆周 上 
各 点 的 纵横 坐标 就 是 与 o; 轴 平行 的 一 组 斜 截面 上 的 应 
力 ， 所 以 单元 体 的 最 大 切 应 力 所 在 的 平面 与 o» SP fT. 
且 外 法 线 与 a 轴 及 os 轴 的 夹 角 为 45 。 

例 10.6 单元 体 各 面 上 的 应 力 如 图 10. 13 所 示 ， 试 
求 主 应 力 和 最 大 切 应 力 值 。 

解 : 由 于 x fi RATED Ho. 二 20MPa， 切 应 力 为 
2E. iit 2 面 为 主 平面 ，o: 为 主 应 力 。 因 为 与 x 面 正 交 的 
各 斜 截面 上 的 应 力 与 -无关 ， 于 是 ， 另 外 两 个 主 应 力 可 > 
按 式 (10. 3) 和 式 (10. 4) 计 算 ， 即 WANAN Bags 











gi 





di 
= z (or Fay) E 


sj! 





46MPa 











1 \ Oo C XY 
(40; DE / + (— 20)? 1 
ARS ek — 26MPa 


XY 


NA RD OU HA vo. 

















.ol 一 46MPa， =20MPa,\.0;=—26MPa 
主 应 力 m 和 证 的 作用 平面 与 * THEN, KEAS HTRRCO. DHA 
2r. 2K 20) 2 o 
r E TC "40-20 3" * 16.9 


mmo DIRAO. DRI 
sies = 46 — = 26) 36MPa 











| 10. 4 复杂 应 力 状态 下 应 力 与 应 变 间 的 关系 


10.4.1 广义 胡 殉 定律 


在 讨论 轴 向 拉 伸 或 压缩 时 ,根据 试验 结果 ， 曾 得 到 当 o<op 时 ， 应力 与 应 变 成 正比 关 
A. HI 





此 即 单 向 应 力 状 态 的 胡 克 定律 。 
此 外 ,由 于 轴 向 变形 还 将 引起 横向 变形 ,根据 试验 的 结果 ， 横 向 应 变 e' 可 表示 为 


WEG) 

















| 
T" Im— 


在 纯 剪 切 时 ， 根 据 试 验 结 果 ， 当 rr,， 切 应 力 与 切 应 变 成 正比 ， 即 
t=Gy R y=de 


此 即 剪 切 胡 克 定律 。 


一 般 情况 下 ， 描 述 一 点 处 的 应 力 状 态 需要 9 个 应 
力 分 量 ( 图 10. 14)。 根 据 切 应 力 互 等 定理 ，rs 和 rw， 
tw 和 Tt:,，t=: 和 zx 分别 在 数值 上 相等 。 所 以 9 个 应 力 分 

量 中 ,只 有 6 个 是 独立 的 。 对 于 这 样 一 般 情况 ， 可 以 
TRUE HUI RACE APO DE UR A. 
可 以 证 明 ， 对 于 各 向 同性 材料 在 小 变形 及 线 弹性 范 
围 内 ， 线 应 变 只 与 正 应 力 有 关 ， 而 与 切 应 力 无 关 ; H 
应 变 只 与 切 应 方 有 腾 , TIENNE, MELIA 
加 原理 的 条 件 乙 所以， 我们 利用 单 向 应 力 状态 和 纯 剪 
enu 切 应 力 状态 的 胡 克 定律 ， ag E 
ANIMES, PR. EAIM, TE IMEI PEAY SAVE a. 


























和 x 方向 对 应 的 应 变 见 表 10 - 1, 
mdy 1  ERDARERHEBMRESE 











应 力 x C 

应 变 X a x 5 
f Lip EN dm X, wv, — fs 
ar C E KL E E 

NND 0v | 1 1 

£y ™ E^ EU T0: 

v v 1 
E: E EU E” 











根据 此 表 ， 得 出 +、y 和 < 方向 的 线 应 变 表达 式 为 





= lo. — vylo, | 
&= Tis, — vlo: -o,2] L (10. 8) 
e 一 Efe: — vlo: +0,)] 
根据 剪 切 胡 克 定 律 ， 在 ry, yz, zx 三 个 面 内 的 切 应 变 分 别 是 
zw 
Va = Gt» 
zl. 
Ye = frs l (10. 9) 
T 
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RAO 8) 和 式 (10.9) 即 为 一 般 空 间 应 力 状 态 下 ,在线 弹性 范围 内 ， 小 变形 条 件 下 各 向 
同性 材料 的 广义 胡 克 定律 。 
当 单 元 体 为 主 单元 体 时 ， 目 使 +、y 和 < 的 方向 分 别 与 o1、os 和 os 的 方向 一 致 。 这 时 
0 a m c, =O 


代入 式 (10. 8) 和 式 (10.9)， 广 义 胡 克 定律 化 为 
a= Gla — vlo +e 








E2 = lte — (os +01) ]b (10. 10) 





es 一 Hos 一 vol +o)] 


Ys 一 0， Y. —0. Ya 
3X C10. 10) 表明 ,在 3 个 坐标 平面 内 的 切 应 BEETA, 根据 主 应 应 变 的 定义 ,el ses Ales 就 
是 主 应 变 ， 即 主 应 力 的 方向 与 主 应 变 的 方向 重合 .因为 广义 硼 克 定 律 建 立 在 材料 为 各 向 同 
性 ,小 变形 且 在 线 弹 性 范围 内 的 基础 上 ,所 以 ， 以 正美 于 主 应 力 的 方向 与 主 应 变 的 方向 重合 
这 一 结论 ,同样 也 建立 在 此 基础 上 ,在 我 们 的 讨论 中 ,对 各 向 同性 线 弹性 材料 已 定义 了 3 个 
弹性 常数 一 一 弹性 模 量 玉 泊 松 比 v、 Noris IG. 但 弹性 理论 可 以 证 明 ,E、v.G3 个 弹性 
常数 不 独立 ,并 存在 如 下 关系 , 即 x 
Y $ G= E ed Xe +> 

20 +2)“ 














(10. 11) 
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1.4.2 BAS . 

isti. 通常 Uo 每 单位 体积 的 
体积 变化 称 为 体积 应 变 ， 简 称 体 应 变 ， 用 9 表示 。 现 研究 各 向 
同性 材料 在 空间 应 力 状态 下 (图 10. 15) 的 体 应 变 。 

设 单元 体 的 三 对 平面 为 主 平面 ， 其 三 个 边 长 分 别 为 a az, 
as， 则 变形 后 的 边 长 分 别 为 al(l 十 e1)、azs (1 十 ez)、as (1 十 es)， 
此 ， 变 形 后 单元 体 的 体积 为 

V =a Qe) Xa +e) Xa +e) 
由 体 应 变 的 定义 ， 并 在 小 变形 条 件 下 略 去 线 应变 乘 积 项 的 
高 阶 微量 ， 可 得 图 10. 15 
0 V'—V _ ate) Xa, 1 +e) Xa;(lte) — aaas 
V à1d2d5 









































4 Hard; Cl +e, tez 十 es) 一 aiazas 
ayaza; 


将 广义 胡 克 定律 式 (10. 10) 代 入 上 式 ， joi dh VJ BEAR AY e gu zt 
0=@ tete = LG +o: to) (10.12) 


即 任 一 点 处 的 体 应 变 与 该 点 处 的 三 个 主 应 力 之 和 成 正比 。 


El 十 sz 十 es 











WBE) 


| 
" wien 


对 于 平面 纯 前 切 应 力 状态 ， HF o — —o.—r7. o;—0. WARA. 12) 可 知 ， 其 体积 应 
变 9 二 0， 其实 这 一 结论 可 以 推广 到 一 般 的 空间 应 力 状态 ， 即 前 应 力 分 量 cs. ne. cu BTE 
在 不 会 引起 体积 改变 ， 即 体积 应 变 0 仅 与 3 个 正 应 力 co,、o,、o: 有 关 。 这 一 事实 在 弹性 力 
学 中 有 严格 证 明 ， 其 数学 表达 为 

= 


比较 式 (10. 12) 和 式 (10.13)， 可 有 
om dT o2 +0; = 0r toy +0: 

由 此 ， 还 可 得 到 另 一 个 有 意义 的 结论 。 因 为 对 于 一 个 确定 点 而 言 ，3 个 主 应 力 是 唯一 
的 ， 因 而 它们 的 和 为 一 常数 ， 由 上 式 可 知 ， 一 点 处 3 个 正 应 力 之 和 为 一 不 变量 。 
例 10.7 在 一 体积 较 大 的 钢 块 上 开 一 个 贯穿 的 槽 ， 其 宽度 和 深度 都 是 10mm X 10mm, 
TERY AA PAC BH A — EMAR, RP 10mm X 10min 0mm, 假设 钢 块 不 变形 ， 
铝 的 弹性 模 量 E=70GPa, v—0. 33。 当 入 块 受到 压力 E68N 时 [图 10. 16(a)]， 试 求 锅 
块 的 3 个 主 应 力 及 相应 的 应 变 。 

解 : (1) 铝 块 的 受 力 分 析 。 eee tT 10.16 所 示 ， 在 下 力作 用 











Lo, +0, +0.) (10. 13) 





























下 ， 铝 块 内 水 平面 上 的 应 力 为 人 
F 6x10 I- T" 
oy p To X16 X10” 60 X EN 60MPa 


由 于 钢 块 不 变形 ， HUE T c Jr RE 所 以 ，e, 一 0。 铝 块 外 法 线 为 < 的 
平面 是 自由 表面 ， 所 以 二 一 0 FAG eH TERZ IIR, 从 铝 块 中 沿 平行 于 三 个 
坐标 平面 截取 的 单元 体 ， de ES mods 所 以 ， 这 样 截取 的 单元 体 是 主 单元 
体 [图 10. 16(b RIS 














10. 16 


(2) 求 主 应 力 及 主 应 变 。 根 据 上 述 分 析 ， 图 10. 16 (b) 所 示 单 元 体 的 已 知 条 件 为 
oy=—60MPa, o:=0, e:=0 
将 上 述 结果 及 ==70GPa, v=0. 33 代入 式 (10. 8) 中 , 得 











0=fla,—v—60+09] 
es 一 去 [一 60 一 wor 十 0)] 


< 一 去 [0 一 vc 一 60)] 


(mn 


mom 应 力 状态 与 强度 理论 
联 解 上 述 3 个 方程 得 
0, — —19. 8MPa, ey,=—17.65X10 , e, —3. 76X10* 
即 
01 一 0- 一 0，om 一 oz 一 一 19.8MPa，wm 王 o, 王 一 00MPa 


£i =e. =3. 76 X10 *, ex=e,=0, ee, —7. 65 X10 ? 


| 10. 5 复杂 应 力 状态 下 的 应 变 能 密度 


^ 


在 轴 向 拉 伸 或 压缩 的 单 向 应 力 状 态 下 ， 当 应 力 与 应 EL MIR, 曾 根据 外 
力 功 和 应 变 能 在 数值 上 相等 的 关系 ， 导出 应 变 能 密度 的 计算 公 SRW 


u = Soe ix. A | N 

本 节 将 讨论 在 复杂 应 力 状态 下 已 知 主 应 BOK wm 和 oa; 的 应 变 能 密度 。 在 此 情况 下 ， 弹 
性 体 储存 的 应 变 能 在 数值 上 仍 与 外 力也 和 的 功 相 等 ee 需要 注意 以 下 
两 点 。 

(1) 应 变 能 的 大 小 只 e TA Ne Res pmo Xx. 这 是 因为 若 

应 变 能 与 加 力 次 序 有 关 % APIS 一 个 储存 能 量 较 多 的 次 序 加 力 ， 而 按 另 一 个 储存 能 量 较 

小 的 次 序 印 载 ， TA 个 循环 后 ， MEARE ER, 显然 ， 这 与 能 量 守恒 原理 相 
矛盾 。 

(2) ASA EAR RI. m 变 能 与 荷载 不 是 线性 关系 ， 而 是 荷 
BUY UK PRBS ifr Re USO E. 

鉴于 以 上 两 点 ， a 我 们 选择 一 个 便于 计算 应 变 能 密 
度 的 加 力 次 序 。 为 此 ， 假 定 应 力 按 m : os t 0; 的 比例 同时 从 零 增 加 到 最 终 值 ， 在 线 弹 性 情 
况 下 ， AE DNS, 因而 与 每 一 主 应 力 相 应 的 应 变 能 
密度 仍 可 按 v, =0e/2 计算 ， 于 是 ， 复 杂 应 力 状 态 下 的 应 变 能 密度 是 





u = foie + ise lae (10.14) 

在 式 (10. 14) 中 ，si Mery eD EEE m. os Fl os FEE RH BROCE MEE, YI^ 3C 

胡 克 定律 式 (10. 104€ ASK CIO. 14) ， 经 过 整理 后 得 出 
uu 一 去 区 +o +6; — 2v(a102 +020; +0301) ] (10. 15) 


由 于 在 一 般 的 空间 应 力 状态 下 ， 单 元 体 将 同时 产生 体积 改变 和 形状 改变 。 若 将 主 应 力 
单元 体 [图 10. 17(a)] 分 解 为 图 10. 17(b) 和 图 10.17(c) 所 示 的 两 种 单元 体 应 力 的 县 加 。 
其 中 ，om 称 为 平均 应 力 ， 即 
































On 一 ic 十 az 十 as) 


WEEE) 
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Æ 10.17 


在 平均 应 力作 用 下 [图 10. 17(b)]， 单 元 体 的 形状 不 变 ， 仅 发 生体 积 改 变 ， 且 其 三 
应 力 之 和 与 图 10. 17 (a) 所 示 单 元 体 的 三 :个 主 应 力 之 和 相等， rure T 
和 10. 17(a) 所 示 单 元 体 的 体积 改变 能 密度 ， 即 X 


w= l Hon Hon — 29g) d J- ton) ] 











a: 2 E ad Fos o, (10.16) 

图 10.17(c) 所 示 单 元 体 的 三 个 主 应 为 之 和 为 零 故 无 体积 改变 ， 只 有 形状 改变 。 因 

此 ， 其 应 变 能 密度 就 是 原 主 应 力 单元 体 的 畸变 能 密度 。 所 以 ， 单 元 体 的 畸变 能 密度 ou] 
总 的 应 变 能 密度 w 式 (10. 15) 与 体积 改变 能 密度 w 式 (10 1023. 经 简化 后 ， 得 


nl 











Ft 6 e) T e Ln)? 4 (os —0))*] (10. 17) 


w= aT vy 


例 10.8 Seah Fe FIERREN AE E G, v 之 间 的 关系 。 


解 : 对 于 纯 剪 切 应 力 状态 ， 我 们 已 络 导 出 以 切 应 力 表示 的 应 变 能 密度 为 


va = 











P z 
2 = 

一 方面 ， 对 于 纯 剪 切 应 力 状 态 ， 单 元 体 的 三 个 主 应 力 分 别 为 m 0 0: = 05 
一 r。 把 主 应 力 代 入 式 (10. 15)， 可 算出 应 变 能 密度 为 


va = pple -0-- e —2«0-4-0—:]- LES 
Ti WERE SRE HS wr Z0 GE ET] Jtt DY TARAS AY EAE RE SS BE. BEDA. vacvo. Hl 


G= 
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| 10. 6 常用 的 强度 理论 


强度 理论 是 研究 材料 在 复杂 应 力 条 件 下 强度 失效 的 原因 和 失效 条 件 的 理论 。 
对 于 构件 的 基本 变形 ， 已 经 建立 了 强度 条 件 。 如 受 轴 向 拉 压 时 ,ow eno]. BI 











轴 扭 转 时 ，zow = = 请 < 上 . 许 用 应 力 [cj 和 [zj 分 别 是 通过 拉 压 与 扭转 试验 测 得 的 极限 应 


(206777 


WHO. 应 力 状态 与 强度 理论 


力 除 以 安全 系数 获得 的 。 因 此 ， 基 本 变形 的 强度 条 件 是 以 试验 结果 直接 建立 的 。 

但 是 在 工程 实际 中 ,许多 构件 的 危险 点 处 于 复杂 (二 向 或 三 向 ) 应 力 状态 。 根 据 材 料 试 
验 来 测 出 失效 时 的 极限 应 力 是 比较 困难 的 。 这 是 因为 在 复杂 应 力 状 态 下 ,材料 的 失效 不 仅 
取决 于 主 应 力 o, oK os 的 大 小 ， 还 取决 于 它们 之 间 的 比值 。 但 由 于 这 种 比值 不 胜 枚 举 ， 
要 测定 每 种 主 应 力 比值 下 的 极限 应 力 实际 很 难 做 到 。 因 此 ,必须 建立 复杂 应 力 状态 的 强度 
条 件 ， 即 建立 一 系列 的 强度 理论 。 

大 量 的 工程 实践 和 科学 实验 表明 ， 材 料 在 外 力作 用 下 发 生 破坏 ,虽然 破坏 的 表现 形式 
纷繁 复杂 , 千差万别 ,但 材料 破坏 的 基本 形式 按 其 物理 本 质 却 只 有 两 种 类 型 。 一 类 是 在 没 
有 明显 的 塑性 变形 情况 下 发 生 突然 断裂 ， 称 为 脆性 断裂 。 例 如 ， 适 铁 试 件 拉 伸 时 沿 横 截面 
断裂 ， 而 铸铁 圆 试 件 扭转 时 沿 与 轴 约 成 45 的 斜 截面 断裂 。 另 一 类 是 材料 产生 显著 的 塑性 
变形 而 使 构件 丧失 正常 的 工作 能 力 ， 称 为 塑性 屈服 。 例 如 ， 低 碳 钢 试 件 拉 伸 时 ， 当 荷载 增 
大 到 一 定 程度 ， 与 轴线 约 成 45" 角 方向 会 出 现 滑 移 线 ; 而 扭转 时 则 全 纵横 两 方向 出 现 滑 移 
线 ， 即 发 生 届 服 现象 。 长 期 以 来 ， 通 过 生产 实践 和 科学 研究 。 针 对 这 两 类 破坏 形式 ， 曾 提 
出 过 不 少 关于 材料 破坏 因素 的 假设 ， FERIA EN. 在 工程 中 常用 的 
四 个 强度 理论 。 y 

1) 最 大 拉 应 力 理论 (第 一 强度 理论 RA 

这 个 理论 认为 ， SHEER RC RENE pn Pai ig A 

应 力 状态 ， 只 要 构件 危 区 丛 点 处 的 最 大 拉 应 力 an 二 ol 达到 材料 的 极限 应 力 值 o, 时 ， 就 会 引 
起 材料 的 脆性 断裂 。 根据 这 -强度 理论 ， 破坏 条 件 为 2 一 
a= YM (10. 18) 
Jobi o Ub tee nike TRE 的 极限 应 力 、 当 然 也 适用 于 单 向 应 力 状态 。 因 此 
可 由 简单 拉 伸 试 验 来 测定 ， 其 值 即 为 试 件 断 裂 时 的 抗 拉 强度 ms。 将 四 除 以 安全 因数 后 ， 即 
得 到 材料 的 许 用 拉 应 为 [o]. FÆ, 按 此 理论 所 建立 的 强度 条 件 为 
ao] (10. 19) 

利用 第 一 强度 理论 可 以 很 好 地 解释 狼 铁 等 用 性 材料 在 铀 向 拉 伸 和 担 转 时 的 破坏 情 
况 。 铸 铁 在 单 向 拉 伸 下 ， 沿 最 大 拉 应 力 所 在 的 横 截 面 发 生 断 裂 ， 在 扭转 时 ， 沿 最 大 拉 应 
力 所 在 的 斜 截面 发 生 断 裂 。 这 些 都 与 最 大 拉 应 力 理论 相 一 致 。 但 是 ， 这 一 理论 没有 考虑 
其 他 两 个 主 应 力 的 影响 ， 且 对 于 没有 拉 应 力 的 应 力 状态 (如 单 向 压缩 、 三 向 压缩 等 ) 也 无 
法 解释 。 

2) 最 大 拉 应 变 理论 (第 二 强度 理论 ) 

这 一 理论 是 在 17 世纪 后 期 由 科学 家 马里 奥 特 首先 提出 的 。 这 个 理论 认为 ， 不论 材 料 
处 在 什么 应 力 状 态 ， 引 起 发 生 脆性 断裂 的 原因 是 由 于 最 大 拉 应 变 (ew. 一 si 二 0) 达 到 了 某 个 
极限 值 (e") 。 

根据 这 一 理论 ， 便 可 利用 单 向 拉 伸 时 的 试验 结果 来 建立 复杂 应 力 状 态 下 的 强度 计算 准 
则 。 在 单 向 拉 伸 时 ， 最 大 拉 应 变 的 方向 为 轴线 方向 。 材 料 发 生 脆 性 断裂 时 ， 失 效应 力 为 
m， 则 在 断裂 时 轴线 方向 的 线 应 变 (最 大 拉 应 变 ) 为 一 mw/E。 那 么 ,根据 这 一 强度 理论 可 
以 预测 : 在 复杂 应 力 状态 下 ， 当 单元 体 的 最 大 拉 应 变 (em 一 si ) 也 增 大 到 e" 时 ， 材 料 就 会 发 
生 脆性 断裂 。 于 是 ， 这 一 理论 的 断裂 准则 为 

Ob 
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对 于 复杂 应 力 状态 ， 可 由 广义 胡 克 定律 式 (10. 10) 求 得 
El = 去 [ao —vla2 +03) ] 


于 是 ， 考 虑 安全 因素 后 ， 这 一 理论 的 强度 条 件 为 
a1 — vlo +0; )<[o] (10. 20) 
对 于 脆性 材料 ， 这 个 理论 与 试验 结果 在 某 些 情况 下 大 致 相符 。 例 如， 和 铸铁 在 拉 压 二 向 
应 力作 用 ， 且 压 应 力 较 大 的 情况 下 ， 试 验 结果 与 这 个 理论 吻合 得 较 好 。 可 是 ， 按 照 这 个 理 
论 ， 材 料 在 二 向 或 三 向 受 拉 时 要 比 单 向 受 拉 安全 ， 但 试验 结果 并 不 能 证 实 这 一 点 。 对 于 塑 
ML UNI 
3) 最 大 切 应 力 理论 (第 三 强度 理论 
这 一 理论 认为 ， cons EEBNE EUM Tho MEH EHETE 
应 力 状态 ， 只 要 构件 中 的 最 大 切 应 力 达 到 某 一 个 极限 切 应 方 什 zt, 时， 就 会 引起 材料 的 塑 
"mm. 按 此 理论 ， 人 


Tmax = fa K 


在 复杂 应 力 状 态 下 一 点 处 的 最 大 切 应 力 为 





























,ey 
< T= Vo 
而 式 中 的 极限 切 应 Ae NOOR RA ， 其 值 为 届 服 时 试 件 槛 截面 上 
的 正 应 力 a 的 一 半 ， 即 JN v AT 





因此 ， 破 坏 条 件 又 可 表示 为 N 
\ v ` ‘ oto = os 
25 2 
或 
01 一 03 50, (10. 21) 
考虑 安全 因数 后 ， 可 得 按 此 理论 而 建立 的 强度 条 件 为 
ei —o;<[o] (10. 22) 


试验 表明 ， 对 于 塑性 材料 ， 这 一 理论 与 试验 结果 较为 符合 ， 且 又 具有 形式 简单 ， 
明确 ， 在 机 械 工程 中 得 到 了 广泛 的 应 用 。 但 是 ， 这 一 理论 忽略 了 中 间 主 应 力 号 的 影响 ， 
计算 的 结果 与 试验 相 比 ， 偏 于 保守 。 

4) 畏 变 能 密度 理论 (第 四 强度 理论 ) 

这 是 从 能 量 的 观点 提出 的 强度 理论 。 历 史上 曾 提出 过 “应 变 能 密度 理论 "， 认 为 材料 
的 届 服 失效 原因 是 应 变 能 密度 达到 材料 的 某 一 极限 值 。 但 这 一 理论 与 试验 结果 并 不 相符 。 
试验 表明 ， 材 料 在 很 高 的 三 向 等 压 (静水 压力 ) 作 用 时 仍 保持 弹性 ， 而 不 是 屈服 。 为 了 与 试 
验 结果 更 加 符合 ， 波 兰 学 者 M. T. Huber 于 1904 年 将 其 修正 为 畸变 能 密度 理论 ， 后 来 进 
一 步 由 德国 R. von Mises(1913) 和 美国 H. Hencky(1925) 所 发 展 和 解释 。 该 理论 认为 : 无 
论 材 料 处 于 什么 应 力 状 态 ， 材 料 发 生 屈 服 的 原因 是 由 于 畸变 能 密度 (wa) 达 到 了 某 一 极 
限 值 (vi)。 
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对 于 像 低 碳 钢 一 类 的 塑性 材料 ， 因 为 在 拉 伸 试验 时 当 正 应 力 达 到 o, 时 就 出 现 明显 的 届 
服 现象 ， 故 可 通过 拉 伸 试验 来 确定 材料 的 芭 值 。 为 此 ， 可 利用 式 (10. 17) 
Va I 02)’ 十 (gz —0:) o (055—081)! ] 
Tf oi—o.. 070; —0 代入 上 式 ， 从 而 求 得 材料 的 极限 值 vi 





























up I xag 
所 以 ,按照 这 一 强度 理论 的 观点 ， 届 服 判 据 内 一 可 改写 为 
Fer Cor o:  (G? —o))* + Gi —0)*] Ix X26! 
化 简 后 有 人 
[HE o =a)? Hs e. (10. 23) 


RAO. 23) tuj REB a ORI A 安全 因数 启 接 第 四 强度 理论 建立 的 强度 条 件 为 








[Rte 02)* +o a)” eM. a) }<Io] (10. 24) 


根据 几 种 塑性 材料 ( 钢 、 铜 、 iro foto EHI. 第 四 强度 理论 比 第 三 强度 理论 更 符合 
试验 结果 。 在 纯 剪 切 下 ， 按 第 三 :强度 理论 和 第 四 强度 理论 的 计算 结 告 果 差别 最 大 ， 这 时 ， 由 第 
三 强度 理论 的 屈服 条 件 得 出 的 结 直 果 比 第 四 强度 理论 的 计算 结果 大 15%。 其 他 大 量 的 试验 结 
还 表明 ， 米 塞 斯 届 服 判 据 能 很 好 地 猪 述 铜 、 B. 铝 等 许多 工程 所 性 材料 的 届 服 状态 。 

前 述 四 个 强度 理论 的 强度 条 件 分 别 为 式 (10; ID, st (10. 20), st (10. 22) 和 式 
(10. 24), 可以 写成 以 下 统一 的 形式 


O 


Yoo} (10. 25) 
tH. op -—— 力 。 按 照 从 第 一 强度 理论 到 第 四 强度 理论 的 顺序 ， 相 当 应 力 分 别 为 
or =a 
62 = 0| — v(os t ai) | 
O3 = 01 — 63 (10. 26) 














[ite on)? + Gi —ax)? + Gi — 01)? ] 


相当 应 力 是 危险 点 的 3 个 主 应 力 按 一 定形 式 的 组 合 ， 并 非 是 真实 的 应 力 。 

一 般 情 况 下 ,铸铁 、 石 料 、 混 凝 土 、 玻 璃 等 脆性 材料 ， 通 常 以 脆性 断裂 的 形式 失效 ， 
宜 采 用 第 一 和 第 二 强度 理论 。 碳 钢 、 铜 、 铝 等 塑性 材料 ， 通 常 以 塑性 届 服 的 形式 失效 ， 宜 
采用 第 三 和 第 四 强度 理论 。 

根据 不 同 的 材料 选择 强度 理论 ， 在 多 数 情况 下 是 合适 的 。 但 是 ， 材 料 的 脆性 和 塑性 不 
是 绝对 的 。 不 同 的 应 力 状 态 ， 例 如 三 向 拉 伸 或 三 向 压缩 应 力 状 
态 ， 将 影响 材料 产生 不 同 的 破坏 形式 。 因 此 ， 也 要 注意 到 在 少 一 T 








数 特殊 情况 下 ， 必 须 按 照 可 能 发 生 的 破坏 形式 ,来 选择 适宜 的 
强度 理论 ， 对 构件 进行 强度 计算 。 

例 10.9 如 图 10. 18 所 示 的 平面 应 力 状态 ， 试 分 别 按 第 三 
和 第 四 强度 理论 建立 强度 条 件 。 图 10.18 
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解 : (1) 求 主 





一 个 主 应 力 等 于 








(2) 求 相当 应 力 o.。 将 以 上 主 应 


应 力 。 按 式 (10. 3) 和 式 (10. 4) 求 得 两 个 不 等 于 零 的 主 应 力 
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(3) 强度 条 件 。 ME 
r Mace 十 4r SD 
dad FRK 
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eon 条 件 为 





在 横 力 弯曲 、 ritu dt, 危险 点 就 是 此 种 应 力 状 态 ， 会 经 
































SERERE AR. 

10-1 什么 是 一 点 处 的 应 力 状态 ? 为 什么 要 研究 一 点 处 的 应 力 状 态 ? 如 何 研究 一 点 
处 的 应 力 状态 ? 

10-2 什么 叫 主 平面 和 主 应 力 ? 主 应 力 和 正 应 力 有 什么 区 别 ? 如 何 确定 平面 应 力 状 
态 的 3 个 主 应 力 及 其 作用 面 ? 

10-3 在 最 大 正 应 力作 用 面 上 有 无 剪 应 力 ? 在 最 大 剪 应 力作 用 面 上 有 无 正 应 力 ? 

10-4 试问 在 何 种 情况 下 ， 平 面 应 力 状态 下 的 应 力 圆 符合 以 下 特征 : (1) 一 个 点 圆 ， 


(2) 圆 心 在 原点 ; (3) 与 = 轴 相 切 ? 








10-5 
CD 各 个 面 上 的 应 力 都 是 均匀 的 。 
(2) 一 对 平行 面 上 的 应 力 相 等 。 





在 表示 一 点 应 力 状态 的 单元 体 上 ， 可 否认 为 : 


(3) 互相 垂直 的 一 对 面 上 的 正 应力 相 等 。 
(4) 互相 垂直 的 一 对 面 上 的 剪 应 力 相等 。 
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10-6 根据 广义 胡 克 定律 判断 下 列 说 法 是 否 正确 。 
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(3 
(4 








LY 


CD All 
(2) Xl 


E 应 力作 用 的 方向 必 有 线 应 变 。 











E 应 力作 用 的 方向 线 应 变 必 为 零 。 
(3) 无 线 应 变 的 方向 正 应 力 为 零 。 

(4) 线 应 变 最 大 的 方向 正 应 变 也 为 最 大 。 
10-7 判断 下 列 说 法 是 否 正确 。 

) 强度 理论 只 适用 于 复杂 应 力 状 态 。 
(2) 断裂 判 据 只 适用 于 脆性 材料 。 

屈服 条 件 只 适用 于 塑性 材料 。 

届 服 条 件 只 适用 于 塑性 流动 破坏 。 








习 HO 


dis 


10-1 如 图 10.19 所 示 构 件 ， 若 说 也 点 处 的 让 应 力 为 一 P/A， 对 得 ? 
10-2 如 图 10. 19 所 示 构件 中 ， 沿 与 村 轴线 成 士 45" 余 截面 截取 单元 体 C， 此 单元 体 


的 应 力 状态 如 图 10. 20 所 示 。 此 单元 体 是 耕 是 平面 应 力 状态 ? 


\\ 





wx 








-g. 
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10.19 > 10. 20 


10-3 已 知 应 力 状态 如 图 10. 21 所 示 。 试 用 解析 法 及 图 解法 求 : (1) 主 应 力 的 大 小 ， 
主 平面 的 位 置 ; (2) 在 单元 体 上 绘 出 主 平面 位 置 及 主 应 力 方向 ; (3) 最 大 切 应 力 。 图 中 应 力 
Sep MPa. 
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Pf 50 TEM 
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图 10. 21 


10-4 AUES AR WK 10.22 所 示 ， 已 知 荷载 F—256kN. WR: (1) 若 以 纵 
横 截 面 截取 单元 体 ， 求 各 指定 点 (1 一 5 点 ) 的 单元 体 各 面 上 的 应 力 ; (2) 用 图 解法 求解 点 2 


处 的 主 应 力 
10-5 


如 图 10. 














23 所 示 简 支 梁 为 32a TF. F=140kN, /=4m, A 点 所 在 截面 在 


集中 力 下 的 左 侧 ， 且 无 限 接近 下 力作 用 的 截面 。 试 求 : (DA 点 在 指定 斜 截面 上 的 应 力 ; 








(DA 点 的 


EM JI 


平面 的 位 置 (用 单元 体 表 示 ) 。 
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10.22 图 10. 23 


10-6 如 图 10.24 所 示 的 单元 体 为 二 向 应 力 状 态 ， 应 力 单位 为 MPa。 试 求 主 应 力 及 
主 单元 体 ， 并 作 应 力 圆 。 

10-7 处 于 二 向 应 力 状态 的 物体 (图 10. 25)， 其 边界 bc LAN B. 点 处 的 最 大 切 应 力 为 
35MPa。 试 求 B 点 的 主 应 力 。 若 在 B 点 周围 以 垂直 于 x S 立轴 的 平面 截取 单元 体 ， 试 
求 单元 体 各 面 上 的 应 力 分 量 。 


Y 6o 

















图 10.24 ”> 图 10.25 DC 图 10. 26 


10-8 BALA MANIRI AB 和 AC T 10. 26 所 示 ( 单 位 为 MPa)。 试 求 该 点 
处 的 主 应 力 及 其 所 在 的 方位 。 

10-9 过 受 为 构件 的 某 点 ib. ste i EAEI TE H c, =130MPa 和 切 应 力 Tays 
知 该 点 处 的 主 应 力 a1 二 150MPa， 最 大 切 应 力 tm: = 100MPa. We 
的 未 知 应 力 分 量 为 Tays Oys Tyro 

10-10 试 求 如 图 10. 27 所 示 各 单元 体 的 主 应 力 及 最 大 切 应 力 。 图 中 应 力 单位 均 


为 MPa。 
20 40 
um = FI 
40 50 25 
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图 10. 27 


10-11 在 一 厚 钢板 上 控 了 一 个 尺寸 lem 为 的 立方 孔 穴 ， 如 图 10.28 所 示 ， 在 这 孔 内 
恰好 放 一 钢 立 方块 而 无 间隙， 这 立方 块 受 有 下 二 7kN 的 压力 。 试 求 这 立方 块 内 的 3 个 主 应 
力 。 假 设 厚 钢板 为 刚体 ， 钢 立方 块 的 泊 松 比 为 v==0. 3。 

10-12 从 钢 构 件 内 某 点 取出 一 单元 体 如 图 10. 29 所 示 。 已 知 o= 30MPa, t= 
15MPa， 材 料 弹性 模 量 EE 二 200GPa， 泊 松 比 v==0. 3。 试 求 对 角 线 AC 的 长 度 改变 Ax o 
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10.28 图 10. 29 


10-13 FE d=20mm WANA, PBR ESE I m. WME 10. 30 所 示 。 
应 变 仪 测 得 圆 轴 表面 上 与 轴线 成 157 Zr HR AREE e =5. 2107 "EMEP ca 
2000GPa, v=0. 3， 试 求 圆 轴承 受 的 外 力 偶 矩 m 的 值 。 





























图 pes, 


10-14 在 第 10-10 题 ahve nO F 求 单位 体积 的 体积 改变 0， 应 变 能 密度 ve 
和 形状 改变 应 变 能 密度 vao B 下 一 -200GPa, y=0. 3。 E 

10-15 已 知 两 危险 点 的 应 方 状态 如 图 10. 31 s Sahel > el i 试 写 出 第 三 和 第 四 
强度 理论 的 相当 应 力 。 ,~ XL ^ 








10.31 


10-16 已 知 危险 点 的 应 力 状态 如 图 10.32 所 示 ， 测 得 该 点 处 的 应 变 sr =e, —25 X 














1075. eu —140X 10 5, 材料 的 弹性 模 量 E=210GPa, v=0.28, [s]—70MPa, iU 
三 强度 理论 校 核 强度 。 
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教学 目标 


在 掌握 杆 件 几 种 基本 变形 公式 应 用 范围 的 基础 上 ， 本 章 将 介绍 利用 登 加 原理 对 工程 中 
常见 的 几 种 组 合 变形 进行 内 力 分 析 、 应 力 分 析 、 强 度 校 核 和 变形 计算 的 方法 。 通 过 本 章 的 
学 习 ， 应 达到 以 下 目标 。 

(D 了 解 组 合 变形 的 概念 ， 会 将 组 合 变形 问题 分 解 为 基本 变形 的 登 加 。 

(2) FRAR wh, Fa, BURA. cde hs) 等 组 合 变形 杆 件 的 内 力 、 应 力 和 
强度 计算 。 

(3) 了 解 截 面 核心 的 概念 及 其 在 工程 中 的 意义 。 





相关 知识 





(1) 组 合 变形 的 概念 
(2) 登 加 原理 的 应 用 条 件 








(OD HF i pH RS AZ. RASEN 
强度 计算 





(2) 拉 弯 组 合 时 杆 件 的 内 力 、 应 力 分 析 
及 强 : 点 与 强度 计算 
Aper. my (3) Ria & aa a na. SA 
杆 的 强度 计算 与 强度 计算 











SNE 组 合 变形 


ie 基本 概念 


组 合 变形 、 壹 加 原理 、 斜 弯曲 、 偏 心 拉 伸 、 偏 心 压缩 、 危 险 截 面 、 危 险 点 、 截 面 核心 


|1t15 述 


前 面 几 音 分 别 讨论 了 杆 件 的 各 种 基本 变形 ,但 在 工程 实际 中 ,很 多 杆 件 因 受 力 情况 较 
为 复杂 ， 其 变形 也 不 是 某 一 种 单纯 的 基本 变形 ， 而 是 同时 产生 两 种 或 两 种 以 上 的 基本 变 开 
的 组 合 ， 这 种 变形 称 为 组 合 变形 。 例 如 ， 图 11. 1(a) 的 烟 秽 ， 在 自重 和 风 荷 载 的 共同 作 
下 产生 的 是 轴 向 压缩 和 弯曲 的 组 合 变形 ;图 11. 1(b) 所 示 的 齿轮 传动 轴 在 外 力 的 作用 下 ， 
将 同时 产生 扭转 变形 及 在 水 平平 面 和 垂直 平面 内 的 弯曲 变形 六 图 11.1(c) 中 的 排 架 柱 在 偏 
心 荷 载 的 作用 下 将 产生 轴 向 压缩 和 弯曲 的 组 合 变形 。 亏 - 
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2 » (a) zo, > (c) 
NS 图 11.1 

对 组 合 变形 构件 的 内 力 和 应 力 分 析 的 基本 方法 是 释 加 法 。 在 小 变形 和 材料 服从 胡 克 定 
律 的 前 提 下 ， 当 构件 受 多 个 外 力 共同 作用 时 ,各 外 力 所 引 起 的 内 力 、 应 力 及 变形 均 互 不 相 
关 ， 可 以 利用 县 加 原理 进行 计算 ， 即 先 将 外 力 分 解 或 简化 为 与 各 基本 变形 对 应 的 荷载 ， 分 
别 计算 构件 在 每 一 种 基本 变形 下 的 内 力 、 应 力 或 变形 。 然 后 ， 利 用 各 加 原理 ， 综 合 考虑 各 
基本 变形 的 组 合 情 况 ， 以 确定 构件 的 危险 截面 、 危 险 点 的 位 置 及 危险 点 的 应 力 状 态 ， 并 据 
此 进行 强度 计算 。 本 童 所 涉及 的 内 容 ， 全 加 原理 均 适用 。 

在 采用 释 加 原理 对 组 合 变形 构件 进行 内 力 和 应 力 分 析 时 ， 无 须 引入 新 的 概念 和 新 的 方 
法 。 关 键 问题 在 于 ， 如 何 将 组 合 受 力 与 变形 分 解 为 基本 受 力 与 变形 ， 以 及 怎样 将 基本 受 力 
与 变形 下 的 计算 结果 进行 琶 加 ， 这 是 学 习 本 章 内 容 时 必须 注意 的 重点 。 


[11.2 & * k 


对 于 横 截 面具 有 对 称 轴 的 梁 ， 当 横向 外 力 或 外 力 偶 作 用 在 梁 的 纵向 对 称 面 内 时 ， 梁 发 
生 对 称 弯曲 。 这 时 ， 梁 变形 后 的 轴线 是 一 条 位 于 外 力 所 在 平面 内 的 平面 曲线 。 这 就 是 平 还 
弯曲 。 在 工程 实际 中 ， 常 常会 遇 到 梁 上 的 横向 力 并 不 在 梁 的 对 称 面 内 ， 而 是 与 其 纵向 对 称 
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面 有 一 夹 角 的 情况 ， 如 图 11.2 所 示 。 在 这 种 情况 下 ， 杆 件 将 在 两 个 互相 垂直 的 主 惯性 平 











面 内 同时 产生 弯 




















变形 ,与 平面 弯曲 的 情况 不 同 ， 外 力 所 在 的 平面 与 梁 变 形 以 后 的 轴线 所 


在 的 平面 不 重合 ， 这 种 变形 称 为 斜 弯 曲 。 


11.2.1 和 斜 弯曲 的 内 力 与 应 力 








现 以 图 11. 2 所 示 的 矩形 截面 梁 为 例 ， 说 明 斜 弯曲 时 的 内 力 与 应 力 的 分 析 方法 。 作 用 在 
杆 端 截面 上 的 横向 力 下 通过 截面 形 心 ( 此 时 形 心 与 剪 心 重合 ) 并 与 > 轴 夹 角 为 pg。 因为 外 力 虽 
然 通过 剪 心 ， 但 不 作用 于 主 惯性 平面 内 。 不 能 够 直接 应 用 平面 弯曲 时 的 梁 正 应 力 公 式 。 所 


VA. 首先 将 下 沿 截面 的 两 个 主 惯性 轴 > 轴 和 < 轴 方 向 分 解 为 两 个 分 力 。 并 将 每 一 个 力 及 其 相 














应 的 约束 反 力 ， 看 作为 一 组 力 。 在 每 一 组 力作 用 下 ， 梁 将 在 相应 的 主 惯性 平面 内 发 生平 面 弯 
曲 ， 并 可 以 应 用 平面 弯曲 时 的 梁 的 正 应 力 公式 求 出 任意 横 截 面 上 的 正 应 力 。 然 后 由 全 加 原 
理 ， 就 可 以 求 得 斜 弯 曲 时 任意 横 截 面 上 的 正 应 力 了 。. 至 于 切 应 力 ， 通 常 都 很 小 ， 可 以 不 予 考 
虑 。 为 了 使 推 得 的 公式 能 够 正确 表示 应 力 的 符号 和 大 小 。 在 推导 公式 时 适当 选取 右手 坐标 系 
使 得 所 有 的 量 均 为 正 。 例 如 选取 图 11. 2 所 示 的 坐标 系 ， 并 使 得 力 正 在 第 一 象限 ， 从 而 两 个 
DA F. 和 下 ,都 是 正 的 ; 选取 横 截 面 上 第 一 象限 的 点 CCy, >) 为 所 求 正 应 力 的 点 ， 因 而 ， 其 坐 
标 y 和 x 均 为 正 。 现 在 将 下 沿 截 面 的 两 个 主 惯性 轴 y 轴 和 < 轴 方 向 分 解 为 : 


在 距离 固定 端 



























































F:=Feosg, F,=Fsing NX) 


;为 z 的 机 截击 上 由 .和 下 ,产生 的 内 为 分 别 为 
\ M,=F.(—2x) =Feose x)= Mcose (a) 














M. — F,(—2) — Fsing( 2) =Msing (b) 











1.2 


在 距离 固定 端 为 z 的 横 截面 上 任 一 点 C(y， x) 处 的 正 应 力 可 以 按 琶 加 原理 求 出 。 单 独 
由 于 在 铅 垂 纵向 对 称 面 内 (zOx 面 内 ) 和 水 平 纵向 对 称 面 内 (zOy 面 内 ) 发 生平 面 弯 曲 时 该 点 
处 的 正 应 力 分 别 以 a 和 o 表示 
































7 Mx Mcospg*z v» M. Msing * y 
K 15 qM ers 7. Ti 


1 每 加 原理 可 知 ， 在 距离 固定 端 为 2 的 横 截 面 上 任 一 点 CCy，z) 处 的 正 应 力 为 








o=o +o" M| - up) Q1. D 











对 于 横 截 面 为 圆 形 的 杆 件 ， 只 要 外 力 过 形 心 且 垂直 于 轴线 ， 不 管 作 用 在 哪个 方向 的 纵向 


















































平面 内 都 属于 平面 弯曲 ， 可 以 直接 按 平面 弯曲 时 的 梁 正 应 力 公式 计算 应 力 。 所 以 ， 斜 弯曲 的 





概念 ， 并 不 是 指 力 倾斜 了 。 而 是 指 外 力 所 作 用 的 平面 ， 与 梁 变 形 后 轴线 所 在 平面 是 否 重合 。 








11.2.2. E? MMM ry a EA 


进行 强度 计算 时 ， 首 先 要 确定 危险 截面 和 危险 点 的 位 置 。 对 于 图 11. 2 SRR IT 

言 ， 当 z=0 时 ，M, 和 M-: 同 时 为 最 大 值 ， 因 此 固定 端 截面 为 危险 截面 ， 其 相应 的 弯 矩 分 别 为 

My wax= Fl cose, M. mx = Flsing 

险 截面 上 的 最 大 应 力 点 就 是 梁 的 危险 点 。 由 于 危险 点 发 生 在 距 中 性 轴 最 远 处 ， 因 此 

Ra 但 对 于 具有 两 个 对 称 轴 上 且 有 凸 角 的 矩形 截面 梁 ， 可 直接 根据 

A ae ee 而 无 需 先 确定 中 性 轴 的 位 置 。 如 图 31. 2 RAS. DA D: Wi 
点 分 别 为 全 梁 的 最 大 拉 应 力 点 和 最 大 压 应力 点 ， Hide. iie H o, wax AHA 

式 为 




















Mos + Mar Agak 








Ot max 
«m (Mesetas Meni =) a. 2) 
或 SWR 
NV 
" Sa --(um dn: c (11.3) 
由 于 危险 ETE 因此 仍 是 单 向 应 为 状态 ， 故 斜 弯曲 时 梁 的 强度 条 件 为 
ADEIR (1.4) 
———mM 应 分 别 校 核 ， 即 
8, max LG; ] 
9, mex Lo. ] (01.5) 


11.2.3. RS ET AE 





仍 以 图 11. 2 所 示 的 矩形 截面 梁 为 例 说 明 斜 弯曲 变形 的 特点 。 悬 臂 梁 自由 端 因 下 引起 
AGERE w, ALP 引起 的 挠 度 记 -分别 为 


uo El’ _ Fsingl* 
" 3EL 3El. 


3 cm? 
w EÈ Feosel 








3EI, 3El, 
RIRIA. ARAJ F5 DES EERE w, Aw AREA, KINOS 
w= /ww (11. 6) 
和 斜 弯 曲 时 梁 的 刚度 条 件 为 
oss Cw ] (1.7) 











例 11.1. XE ARD EUR. GERE DUAE 11.3 所 示 。 已 知 木材 许 用 拉 应 力 
NEUE) 








| 
e 


[o]—10MPa, WAHE w]=/200, PERE 已 =10GPa。 校 核 其 强度 和 刚度 。 





q=2.1kN/m 
po 
iv £^ 


4m 





(a) (b) 
图 11.3 


解 : (1) 内 力 分 析 。 ee ae n 因此 将 q 沿 两 对 称 


轴 分 解 为 ANN 


q,—qcose. q. TW X 


则 M. sx FIM, mas 3 5 


Menu m Ol? = 4X2 Tega X4:—8. 76kN * m 
My max = Fad? KA X AX sin20°31 xf = 1. 88k ， m 
ON 
a iir. > 


面 上 的 点 1 和 点 A TRAN As 9H e 
SOS 00 

= wh P ic Maas 

xo S im = de xf Wet Ww. 

^ 1.88X10° X6 , 3. 76X10* X6 

| 0. 18X0. 12? 0. 12X0. 18? 


(3) 强度 校 核 。 和 危险 点 处 正 应 力 
= | cu。| =10. I5MPa [c ]— 10MPa 











10. 15MPa 





Oi max 



































但 
Sm [o] _10.15—10_] 5%<59 
Tz] 10 1. 5945-596 
因此 满足 强度 要 求 。 
(4) 计算 最 大 挠 度 ， 进 行 刚度 校 核 。 
— Sql! — 5ql' cose 
vm 384ET,  384EL; 
5X2. 1X 10* X 4* X 0. 894 X12 
38410 10° X0. 12x0. 18° —  0107m—10. 7mm 
m 5g. _ 5ql'sing 
sox 384E1, 384EI, 
5X2. 1X 10* x 4* X0. 447 X12 
384X IOX 10° X0. 12° x0. 18. 0121m—12. 1mm 
则 跨 中 横 截 面 的 总 挠 度 为 


(EY 


sug 组 合 变 形 





w= |W max HW: max = / 10. 77 3-12. 12 —16. 2mm 
梁 的 许 用 挠 度 
[w]=l/200=4 X 10? /200 —20mm 


由 于 wx 二 [w]， 故 该 梁 满 足 刚度 要 求 。 


| 11.3 拉 伸 (压缩 ) 与 弯曲 





11.3.1. 轴 向 力 与 横向 力 共同 作用 XS 


EATE A Riu] 7] Ji d f JR. FH M S o RSD ALA ATE. IF 
BRE EI BORE, PUT Bi JSE 0 DE "s lc HO PA EC RUIN. Pe hi 
JERNE | f RT PARS. THE. RT AREE hio] J Riu] 77 | fT 
横 截面 上 的 正 应 力 ， aidan Hi URE EA HD MS MAAF. 杆 横 
截面 上 的 正 应 力 。 

现 以 矩形 截面 悬臂 梁 为 例 ， ren 缩 ) 与 弯曲 组 合 变形 杆 件 的 强度 计算 方法 。 pi 
图 11. 4(a) 所 示 ， 在 RAPA HSB A — 集中 力 SPR 为 下 位 于 梁 的 纵向 对 称 平面 
内 ， 且 与 染 轴 线 的 夹 角 为 a 

















WEEE) 


|| 
dile 


将 力 下 沿 轴线 和 垂直 于 轴线 方向 分 解 得 下 ,和 下 ,， 如 图 11. 4(b) 所 示 ， 
F,=Fcosa, F,=Fsina 
"pu. FAP ER ARTE. F ere EI. WN 11.4(c)、(d) 所 示 ， 故 梁 
在 力 下 作用 下 发 生 拉 伸 与 弯曲 的 组 合 变 形 。 分 别 画 出 在 ,和 下 ,单独 作用 下 的 轴 力 图 与 弯 
ABE. dnd 11. 4(e)、(f) 所 示 。 由 图 可 知 ， 各 横 截 面 的 轴 力 均 相 同 ， 固 定 端 模 截 面 A 上 的 
弯 矩 最 大 ， 可 见 固定 端 A 截面 为 危险 截面 ， 其 上 的 轴 力 和 弯 和 矩 分 别 为 









































EN 一 Fcosa NM 一 一 FLsina 
在 危险 难耐 上 。 与 舱 帮 对 应 的 正 应 力 均 匀 分 布 ， 如 图 11. 4(g) 所 示 ， 其 正 应 力 为 
=E 
JBE Mu 对 应 的 正 应 力 沿 截面 星 线形 分 布 ， at 其 正 应 





»"H =Ma, 
eU ES 


根据 基 加 原理 ， 危 险 截面 上 任 一 点 的 正 应 we 


nF jm 
o=o +o -Ea Ms, 


可 见 ， 正 应 力 沿 截面 高 度 也 是 呈 直 线 分 布 的 ， 如 图 11.4(D 所 示 。 显 然 ， 最 大 正 应 力 
发 生 在 危险 截面 的 上 边缘 各 点 处 , . 即 危 险 稚 面 的 上 边缘 各 点 为 危险 点 。 

因为 危险 点 处 于 单 向 应 力 状态 ， OUT. LE Rein 只 需 按 危 险 截面 的 
最 大 正 应 力 进行 ? bd 其 强度 条 件 为 x XA 


Mei 


HEKE 加 铸铁 ， 其 抗 拉 强 度 : SAPAR 同 ， 则 需要 分 别 按 最 大 拉 应 力 和 最 
大 压 应 力 进行 强度 计算 。 

例 11.2 JE dicil HT BIR SF ALARM) 11. 5 所 示 。 已 知 g=30kN/m, F=500kN, 
梁 的 跨度 /二 4m。 求 梁 内 最 大 正 应 力 。 


(11.8) 














q 











Er 





图 11.5 


解 : 根据 梁 的 受 力 特点 ， 跨 中 截面 为 危险 截面 。 该 截面 的 弯 矩 和 轴 力 分 别 为 
M— gl =} X 30x 4! —60kN +m 
Fy=F=500kN 
故 最 大 正 应 力 为 
Fx, M_Fy ,6M__500X10" , 6X60X10* 


T 


me A 'W, A bh? 0.1X0.15 0.1X0.15? 

















193. 3MPa 


PERN. PE TSE, Bre] Ae ee PED. ARRAS h 


guuB 组 合 变 形 





值得 注意 的 是 ， 梁 受 力 变形 后 ， 横 向 力 已 经 改变 了 轴 向 力 的 作用 ， 轴 向 力 不 仅 对 横 截 面 

















问题 ， 一 般 不 能 够 应 用 释 加 原理 。 在 本 题 中 ， 因 为 轴 向 力 为 拉力 ， 它 使 横向 力 引起 的 弯 矩 减 


小 。 











所 以 这 里 的 计算 是 偏 于 安全 的 。 如 果 将 拉力 改 为 压力 ， 就 不 能 够 应 用 笃 加 原理 了 。 








11.3.2. 偏心 拉 伸 (压缩 ) 


作用 线 平行 于 杆 轴线 但 不 相 重 合 的 纵向 力 称 为 偏心 力 。 图 11. 6(a) 中 偏心 纵向 力 下 作 








用 在 杆 横 截 面 上 任 一 点 处 ， 该 点 距 横 截 面 两 条 对 称 轴 的 距离 分 别 为 ys、xzr。 为 了 将 偏心 
力 分 解 为 基本 受 力 形式 ， 可 将 力 正 向 横 截 面 形 心 简化 。 简化 后 得 到 3 人 个 荷载 : 轴 向 压力 
F, EHF Oz 平面 内 的 力 偶 ,和 作用 于 Oxy 平面 内 的 力 偶 m.« WME 11.6(b) 所 示 。 在 
CN ， 横 截面 上 的 内 力 有 : 轴 力 











» BHE MAAS HEM, . 由 于 在 杆 的 所 有 横 截 面 上 , SE A RA A, 因此 任 一 


HAN a PEN, 内 力图 也 可 不 画 。 


c'. WE 11. 6(c) 所 示 。 


下 面 进 一 步 分 析 杆 件 模 截 面 上 的 应 力 。 E) — ——M 


Soe - (1. 9a) 
z 轴 成 直线 分 布 如 图 11. 6(d) 所 示 
Q1. 9b) 
s AREER AF 如 图 11. 6(e) 所 示 。 
(11.9c) 
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(a) 
A 11.6 


PEI, BORER — GUI IED IA 
o =o to +0” 
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- Fy | Mz Mz 
=A 
a. 4s 5 (1. 10) 
LO Fn ere JF. 
MAP SG RUM 
由 于 偏心 力作 用 下 各 杆 横 截 面 上 的 内 力 、 应 力 均 相同 ， 故 任 一 横 截 面 上 的 最 大 正 应 力 
点 即 是 杆 的 危险 点 。 而 确定 危险 点 的 位 置 首 先 要 确定 中 性 轴 的 位 置 。 对 于 具有 两 个 对 称 轴 
上 且 有 凸 角 的 横 截 面 ， 如 和 矩形 截面 ， 其 最 大 正 应 力 发 生 在 横 截 面 的 凸 角 点 处 ， 如 图 11. 60D 
所 示 。 最 大 拉 应 力 发 生 在 点 4 处 ， 最 大 压 应 力 发 生 在 点 2 处 ， 对 应 的 计算 式 为 
__F M, M. 
O, max -atw W. ! Q1.1D 
KA 
a qm oq d N (11.12) 
对 于 横 截 面具 有 两 条 对 称 轴 的 其 他 等 直 杆 ， 中 性 轴 的 定义 可 知 中 性 铀 上 各 点 的 正 应 
力 等 于 零 ， 即 
co 一 一 (Etpe (11.13) 
# 1,=A®, 1.=AZ (LARC. 13 状 两边 同 除 F/A 得 
CN (11.14) 
可 见 中 性 轴 是 一 ea RO DA tee, Mee Al y=0 分 别 代 入 式 (11.14)， 可 
得 中 性 轴 在 y、= 轴 上 的 截 距 as、a: 分 别 为 a 
E. a — xS, à) a1. 15) 
式 (11. 15) 2004, a,5j ye fH. ai 与 x: 符号 ,相反 。 因 此 ， 中 性 轴 与 外 力作 用 点 分 
别处 于 截面 形 心 的 两 侧 。 
中 性 轴 确 定 以 后 ， 作 两 条 与 中 性 轴 平 行 的 直线 ， 使 它们 与 横 截 面 周 边 相 切 ， 则 切 点 就 
是 危险 点 。 将 危险 点 的 坐标 分 别 代 入 式 (11.13)， 即 可 求 得 最 大 拉 应 力 和 最 大 压 应 力 的 值 。 
由 以 上 分 析 可 知 ， 危 险 点 处 只 有 正 应 力 ， 是 单 向 应 力 状态 。 因 此 偏心 力作 用 下 杆 件 的 


强度 条 件 为 
9i max Sla] 
Gomax sos] 


(11. 16) 


例 11.3 校 核 松木 矩形 截面 柱 的 强度 ， 柱 受 力 如 图 11.7 所 示 。 已 知 Fi 一 50kN， 


F;—5kN. WÒ e=2cm, WFAA FEMA Lo. ]=12MPa, WAHAN Lo. ] = 10MPa. 


1.2m, b=12cm, h=20cm, 


P; 


H= 








(m 


NNNM u m : Gu airs 
8E: 由 图 11. 7 可 知 ， 固 定 端 截面 为 危险 截面 。 其 上 内 力 有 
Fy=—F,, M,=F,H, M.=Fye 











根据 柱 的 变形 特点 可 知 ， 最 大 压 应 力 发 生 在 D 点 ， 大 小 为 
F, Fe, FH 
lo... |= lonl | (Ate )| 


50X10° , 50X10°X0.02X6 , 50X10? X1.2X6 
0. 12X0. 20 0.2X0.12 " 0.2:X0.12 


=11. 66 MPa-(s.]—12 MPa 
最 大 拉 应 力 发 生 A 点 ， 大 小 为 











A'W. W, A 
50 X 10° 50X10! X 0. 02x 6. (50 X10 x 1. 2X6 
0. 12X0. 20 0.2X0.12 SS * 0. 2? X0. 12 
一 一 2. 083--2. 0834-7. 5—7. SMPa<[o,]=10 MPa 








故 该 松木 的 强度 满足 要 求 。 S 
EN 
11.3.3. 截面 核心 AN 





NSCNN 
由 式 (11. 15) RA, HIRERE, REE. ipe] F ER, HHEN 
在 坐标 轴 上 的 截 距 就 越 大 。 当 偏心 力 的 作用 点 距 截面 形 心 近 到 一 定 程度 时 ， 中 性 轴 将 移 至 
截面 以 外 ， 此 时 横 截面 二 就 只 有 拉 应 力 或 只 有 压 应 为。 因此 当 偏 心力 的 作用 点 位 于 截面 形 
心 附近 某 一 区 域内 时 ， 杆 的 各 截面 上 只 产生 一 种 符号 的 正 应 力 ， 这 一 区 域 称 为 截面 核心 。 
当 外 力作 用 在 截面 核心 的 边界 上 时 ,与 二 对 应 的 中 性 轴 就 正好 与 截面 的 周边 相 切 。 利 
用 这 一 关系 可 确定 截面 核心 的 边界 公式 如 下 








和 一 一 三 (11. 17a) 
ay 

zp=— (11. 17b) 
a 


现 以 图 11. 8 Jr zs E JE ER TE 73 (0E BUR ER ET A LY f FE 

法 。 所 示 边 长 为 5 和 的 矩形 截面 ， 两 对 称 轴 分 别 为 y、x。 

先 将 与 AB 边 相 切 的 直线 @ 视 为 中 性 轴 ， 其 在 >、= 轴 上 的 截 
距 分 别 为 

dy. 44700 (11. 170 


~ 





Mosel Wb 2-5, eS asta. 17c) 代 


入 式 (11. 16)， 就 可 得 到 与 中 性 轴 对 应 的 截面 核心 边界 上 的 点 
1 的 坐标 























he 
D 12 AN i 
pe p bed Q1 76 
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NERO) 


Pere 


同 理 ， 分 别 将 与 BC. CD. DA 边 相 切 的 直线 @@、@@、@ 视 为 中 性 轴 ， 可 求 得 对 应 的 




















截面 核心 边 上 点 2、3、4 的 坐标 依次 为 
yr=0, zr b, YF3 L, zra =0; yra =0, zr : 
从 而 得 到 截面 核心 上 的 4 个 点 。 为 确定 此 四 点 中 相 邻 两 点 间 的 核心 边界 ， 则 应 研究 
当中 性 轴 从 截面 的 一 个 侧 边 绕 截面 的 顶点 旋转 到 相 邻 边 时 ， 相 应 的 外 力作 用 点 移动 的 轨 














迹 。 例 如 当中 性 轴 绕 顶 点 B 从 直线 旋转 到 直线 @ 时 ,将 得 到 一 系列 通过 B 点 但 斜率 不 
同 的 中 性 轴 ， 而 已 点 的 坐标 是 这 一 系列 中 性 轴 所 共有 的 。 将 其 代入 方程 (11. 14)， 改 写 
后 为 
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xp. D. B. ys. zs. 因此 它 可 看 做 是 表示 和 外表 作用 点 举 标 A e 
a ti ee 相应 的 外 力作 用 点 移动 的 轨迹 是 一 条 连接 点 

、2 的 直线 。 同 理 ，2、3 点 之 间 ，3、4 点 之 间 , ds 1 点 之 间 均 为 直线 。 于 是 得 到 矩形 截 
ee 它 是 一 个 们 于 家 中 的 站 其 对 角 线 长 度 分 别 为 h/3 M 0/3. 


| n: 4 


机 械 中 的 传动 轴 、 ee 通常 发 生 扭转 erii dp. 由 于 传动 轴 大 都 是 圆 截 
面 的 ， 故 下 面 以 贺 截 面 杆 为 主 ， 讨论 杆 件 发 生 扭转 与 弯曲 组 合 变形 时 的 强度 计算 。 

设 一 直径 为 4 ^E FF AB. A 端 固定 , D 38 AAT AB 成 直角 的 刚 辟 ， 并 承受 
重力 下 作用 ,如 图 11. 9 所 示 。 试 讨论 杆 件 ; AB REB th ar pne iaae 
题 。 首 先 将 作用 力 下 向 B 截面 的 截面 形 心 B 简化 ， 得 到 一 个 作用 于 杆 端 截 面 的 竖 直 向 下 
的 力 下 和 一 作用 于 B 端 截 面 的 力 偶 矩 M. —Fa [图 11.9(b)]。 可 见 ， 垂 直 向 下 的 力 下 使 
圆 轴 发 生 弯曲 变形 ， 力 偶 M. 使 圆 轴 发 生 扭 转变 形 。 分 别 作 杆 AB 的 这 和 矩 图 和 扭矩 图 
[图 11.9(c)、(d)]。 

可 见 ， 固 定 端 A 截面 是 危险 截面 ， cd aM E 
T=Fa, M,,—Fl (11. 18) 

为 了 确定 危险 截面 上 的 危险 点 ， a ee 上 的 正 应 力 分 布 图 和 切 应力 分 布 图 ， 
如 图 11. 9Ce) 所 示 。 从 图 中 可 以 看 出 ， 在 圆 截面 的 边缘 点 有 最 大 扭转 切 应 力 ， 离 中 性 轴 > 
轴 最 远 的 点 Di 和 了 :分别 有 最 大 拉 应 力 和 最 大 压 应 力 ， 可 见 Di 、D: 两 点 的 正 应 力 和 切 应 
力 均 分 别 达到 最 大 值 ， 所 以 ，Di 、 疡 两 点 是 截面 上 的 危险 点 ， 其 弯曲 正 应 力 和 扭转 切 应 
























































力 分 别 为 
on tte 11.19) 
=e (11. 20) 
因为 Di 、D: 两 点 的 危险 程度 是 相同 的 ， 只 需 取 _- 点 来 分 析 。 从 疡 点 处 取出 单元 体 ， 

















如 图 11. 9(f) 所 示 ， 因 和 危险 点 是 平面 应 力 状 态 ， 需 按 强度 理论 建立 强度 条 件 ， 因 转轴 一 般 
my 
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采用 塑性 材料 ， 故 采用 第 三 强度 理论 和 第 四 强度 理论 进行 强度 计算 ， 列 出 扭转 与 弯曲 组 合 
变形 的 强度 条 件 分 别 为 





oa 一 /十 4 入 [o] (1. 21) 
on =/o° 3c <[o] (11. 22) 





图 11.9 


将 式 (11. 19)、 式 (11. 200 /L AGX C11. 2D, 3XC11.220.. XAA ARA W, — 2W. 
所 以 有 





oa 一 MFT «pl (11. 23) 
g MOST cr (1.24) 


求 得 相当 应 力 后 ， 就 可 根据 材料 的 许 用 应 力 [o] 来 建立 强度 条 件 ， 进 行 强度 计算 。 
例 11.4 图 11. 10 所 示 钢 制 圆 截面 折 杆 ABC， 其 直径 d—100mm. AB 杆 长 2m， 材 


WEE) 


| 
_ 


料 的 许 用 应 力 [oj=135MPa。 不 计 杆 横 截 面 上 的 剪 力 影响 ， 试 按 第 三 强度 理论 校 核 AB 
轴 的 强度 。 

解 : 将 力 下 向 B 点 平移 后 可 知 ，AB FF B 端的 等 效 荷载 有 两 个 : 竖 向 力 下 和 外 力 偶 
F + BC, Att AB 段 产生 弯 扭 组 合 变形 。 

对 AB 杆 进行 内 力 分 析 可 知 ， 最 大 弯 矩 发 生 在 距 B 截面 2m 处 ,其 大 小 为 
Ms 一 8X2 一 十 X4X2X2 一 8kN sm 
整 段 杆 扭矩 都 相同 ， 大 小 为 

T=F, X0. 5=8X0. 5—4kN * m 


























由 第 三 强度 理论 有 Y N 
o= MET P 4*8 x10 8 AMPa- o] 
5 a X > N 
故 AB 轴 的 强度 满足 要 求 。 à 
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例 11.5、 ES :强度 理论 确定 图 i 11 BOR FH AS IEE ROVER F 
的 数值 。 已 知 杭 畏 的 横 截面 为 直径 d= 30mm 的 圆 形 ， 材 料 的 容许 应 力 [oj 一 160MPa。 


0.18m, 





A 11. 11 





解 : 在 力 下 作用 下 ,机 轴 将 同时 发 生 扭转 变形 和 弯曲 变形 。 
CD 跨 中 截面 的 内 力 。 
T=FX0.18=0.18FN. m 


M=—*9-8—0. 2FN+m 


F,-L-osF 


(m7 


mna 


组 合 变 形 





(2) 截面 几何 性 质 。 


ward 2X30" 


一 — 一 5 3 
32 32 2650mm 





W,—2W —5300mm* 


(3) 应 力 的 计算 。 


te= iy, 5300x197 9 034FMPa 


4Fs 4X0. 5F 


= =0. ae R 


Th 3A 3X707X107 — MPa 


_M__02F _ 
TW. 2650X107. Mus 


由 此 可 见 ， 剪 力 引起 的 切 应 力 很 小 ， po. 
(4) 根据 第 三 i 


os= /0 +47 REE F4X (0. 034 RTO 102F<[o] 
即 X Y Pede, p= STON o 
EM 
考 题 














11-1 什么 是 组 合 变形 ? 解决 组 合 变形 问题 的 基本 步骤 是 什么 ? 


11-2 分 析 组 合 变 形 的 基本 方法 是 琶 加 法 , 它 的 应 用 条 件 是 什么 ? 为 什么 ? 


11-3 拉 伸 (压缩 ) 与 弯曲 组 合 变形 的 危险 截面 和 危险 点 怎样 确定 ? 
11-4 什么 是 偏心 拉 伸 ( 压 缩 )? 它 与 轴 向 拉 伸 (压缩 ) 有 何 区 别 ? 
11-5 试 判 断 图 11.12 中 杆 AB、BC、CD 各 产生 哪些 基本 变形 ? 














图 11.12 


Wem 


ut eon 


-6 如 图 11.13 所 示 ， 杆 件 上 对 称 地 作用 着 两 个 力 下 ,， 杆 件 将 发 生 什 么 变形 ? 若 
去 掉 其 中 的 一 个 力 后 ， 杆 件 又 将 发 生 什么 变形 ? 























B M 
11-7 什么 是 截面 核心 ? 截面 核心 与 荷载 大 小 有 关 吗 ? 


3 HH 


11-4 dee EDGE ATE M CER 11. 14)， 使 横 截面 面积 减少 原来 截面 
面积 的 一 半 。 试 求 最 大 正 应 力 比 不 开 槽 时 增 大 了 几 售 。 








图 11. 14 Bi 11.15 


11-2 如 图 11.15 所 示 一 楼 梯 木 斜 梁 的 长 度 14m, ERM. 0— 100mm. k= 
200mm， 受 均 布 荷载 作用 ,9 一 2kN/m。 试 作 梁 的 轴 力 图 和 弯 和 矩 图 ， 并 求 横 截面 上 的 最 大 
拉 应 力 和 最 大 压 应 力 。 

11-3 如 图 11. 16 所 示 简 支 梁 截 面 为 22a 号 工 字 钢 。 已 知 F=100kN, /—1.2m. 材 
料 的 许 用 应 力 [oc] 二 160MPa。 试 校 核 梁 的 强度 。 


(9 








wie 组 合 变形 
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图 11. 16 

11-4 如 图 11.17 所 示 传 动 轴 传 递 的 功率 P—2kW. 转速 n=100r/min, WHEEL 

D 二 250mm， 带 张力 Fr 二 2F,， 轴 材料 的 许 用 应 力 [oc] 二 80MPa， 轴 的 直径 d=45mm, iX 
按 第 三 强度 理论 校 核 轴 的 强度 。 














NI X 
11-5 如 图 11. 18 Bii esi te BER % P= 8kW, .转速 7 一 50r/min， 轮 A 带 的 张 


力 沿 水 平方 向 ， t B Aptent gena. WEE D=1m, 重力 W=5kN， 松 边 
拉力 F, 二 2kN， 轴 的 直径 d=70mm, 材料 的 许 用 应 力 Ta]=90MPa。 试 按 第 四 强度 理论 


校 核 轴 的 强度 。 。” ， 一 KS 











11.18 


























11-6 如 图 11.19 所 示 ， 一 矩形 截面 柱子 受 压 力 F = 100kN fl F; —45kN (EIN. F: 
与 柱 轴线 有 一 偏心 距 e- 一 20cm， 截 面 尺 寸 b= 180mm, /一 300mm。 试 求 该 柱 的 最 大 拉 应 
力 和 最 大 压 应 力 值 。 如 不 允许 出 现 拉 应 力 ， 截 面 高 度 应 为 多 少 ? 此 时 最 大 压 应 力 为 多 少 ? 
11-7 如 图 11. 20 Wr. TERA b= 30m, Jii m 一 m HIME d;— 130mm. p 
f& d;—130mm. AH P,—2000kN. 3 q— IKN/m 的 风力 作用 。 试 求 : 

CD 烟 秽 底 截 面 上 的 最 大 压 应 力 。 

(2) 若 烟 锻 的 基础 埋 深 心 王 4m， 基 础 及 填 士 自重 按 P»—1000kN 计算 ， 土 壤 的 许 用 应 


H (o]=0. 3MPa， 圆 形 基础 的 直径 D 应 为 多 大 ? (计算 风力 时 ， 可 把 烟 向 看 成 等 截面 ) 
SSE 
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11-9 PR 11022 所 示 ， 铁 道路 标 圆 各 号 板 - 装 在 外 径 了 一 6Omm 的 空心 圆柱 上 ， 记 
SER CK UMP q 2kN/m^, HERE] [0] 60MPa。 试 按 第 三 强度 理论 选 定 空心 圆柱 
厚度 。 ^U 

11-10 14 号 工 字 钢 悬 臂 梁 受 力 情况 如 图 11.23 所 示 。 已 知 a=0.8m, F; —2.5kN. 
及 一 1kN， 试 求 危险 截面 上 的 最 大 正 应 力 。 








图 11. 22 图 11.23 


(777 


